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Allgemeines

Bemerkung. Das Skript befindet sich in einer kompletten Uberarbeitung.
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1 Klassifizierung von Festkorpern

1.1 Einleitung

Aufgaben der Festkorperphysik:

Eigenschaften fester Korper zu erforschen, zu untersuchen und zu deuten. Es werden
die

mechanischen

thermodynamischen

elektrischen

magnetsichen und

e optischen

Eigenschaften von Materialien analysiert und interpretiert.

Definition. Bevor wir weiter im wahrsten Sinne des Wortes in die Materie eindringen,
definieren wir den Begriff fest, da feste Korper die Grundlage dieser Vorlesung sind.
Bekannt sind die drei Aggregatzustinde:

o fest
o fliissig
e gasférmig

Diese unterscheiden sich auf atomarer bzw. molekularer Ebene durch ihr Verhéltniss zwi-
schen der kinetischen Energie und der (potentiellen) Wechselwirkungsenergie. Die einzel-
nen Aggregatzustiande sind folgendermafen gekennzeichnet:

Gas hat eine hohe kinetische Energie (Ej;,), aber eine geringe Wechselwirkungsenergie,
diese wird durch Stofe iibertragen, ist aber nur kurzreichweitig. Es besitzt weiter
keine atomare Ordnung

Fliissigkeit: Die Ubertragung von Wechselwirkungsenergie findet zwischen den n#chs-
ten Nachbarn statt. Die kinetische Energie und potentielle Energie sind in etwa
von der gleichen Grofenordnung. Die Nahordnung reicht iibere mehrere Teilchen-
abstinde. Die Teilchen sind immer noch frei verschiebbar und sie befinden sich in
stdndige Umordnung



1.2 Klassifizierung nach Struktur

FestkOrper (Dies ist keine Definition, sondern eher eine Beschreibung) erhélt man, in dem man dem Stoff
weiter die kinetische Energie entzieht. Dabei konnen, je nach Art der Abkiihlung
folgende Fille auftreten:

Schnelles kiihlen: Hier werden Ordnungsvorginge unterbrochen. Es bilden sich
amorphe Festkorper heraus. Dies entspricht einer Momentaufnahme einer
Fliissigkeit, genannt unterkiihlte Fliissigkeit, oder auch Gliser

langsames abkiihlen: Bildung von regelméfigen Strukturen mit langreichweiti-
ger Ordnung (Fernordnung) zum Beispiel Kristallen

Bemerkung. Nicht so offensichtlich ist, dass die Niedrigenergiekonfiguration tatsichlich
kristalin ist.

Beispiele.
1. Existenz allotroper Strukturen (gleichberechtigter Strukturen). Beispiele
hierfiir sind Graphit/Diamant/Fullerene. Nur eine kann Gleichgewicht sein.

2. Innere Energie von Glédsern: In der Vorlesung gehen wir davon aus, dass wir iiber-
wiegend kristalline Materialien vorliegen haben, sogar ideale Einkristalle. Siehe dazu

auch Kapitel

Skizze 1 aus VL

1.2 Klassifizierung nach Struktur

In der Festkorperphysik klassifizert man die Festkorper nach ihrer Struktur. Man unter-
scheidet im Wesentlichen:

—_

. Kristalle

N

amorphe Materialien, wie Gléser oder Polymere
3. Fliissigkristalle
4. Quasikristalle

5. Fraktale.

1.2.1 Kristalle

Definition. Kristalle sind streng geordnete Festkorper mit einer Translationssymmetrie.
Gruppen von Atomen oder Molekiilen sind hierbei so angeordnet, dass sie in periodischer
Weise immer wieder aneinandergesetzt werden konnen.



1 Klassifizierung von Festkorpern

Skizze 2 aus VL

Vom Aufbau her ist es ein zweidimensionales Kristallgitter mit einer Einheitszelle. Diese
Zelle kann nach einer Translation um n - @+ m - b (mit m,n € N) exakt wiedergefunden
werden. Alle Eigenschaften und Erscheinungen kann man aus einer einzigen Einheits-
zelle herausfinden. Die Zelle kann eine beliebige komplexe Anordnung von ,Bausteinen‘
aufweisen.

1.2.2 Amorphe Materialien

Man unterscheidet hier nochmal in

Glaser: als unterkiihlte Fliissigkeiten. Es gibt keine exakt definierbare Grenze des fester
werdenden Materials. Man Definiert die Grenze beliebig. Zum Beispiel als Punkt
mit charakteristischen Relaxationszeit ist 7 = 100s
Des weiteren gibt es

Polymere: Wobei es hier keine Translationssymmetrie gibt. Dies ist ein allgemeines
Kennzeichen von Polymeren.

Betrachten wir nochmals die Glidser genauer:
e Oxidgliser (Si0,, BOs,...)

e Metallgliser (Zr11Ti14Cu13NijgBesy) (Sie haben herausragende mechanische Ei-
genschaften)

e niedrigmolekulare Molekiilschmelzen (Glyzerin C5HgOs)

e Salzschmelzen wie beispielsweise C'alNOj sind sehr gute lonenleiter

16.04.08

Wie erreicht man Glaszustand?

Jedes Material kann Glassartig hergestellt werden, wenn
e die Abkiihlrate grof genug, oder
e das Probenvolumen klein genug ist.

Im Glas ist die néchste Nachbarschaft noch sehr dhnlich zum Kristall, aber auf weiten
Strecken geht die Translationssymmetrie verloren.

Folie

Die sogenannte Paarkorrelationsfunktion gibt die ungefihre Anzahl der Nachbarn als
Funktion des Abstandes r an.



1.2 Klassifizierung nach Struktur

Folie
Polymere

Definition. Polymere oder auch Makromolekiile bestehen aus einer grofsen Anzahl
molekularer Bausteine. Es handelt sich um iiberwiegen organische Verbindungen. Hier-
bei ist Kohlenstoff Hauptbestandteil in Verbindung mit H, O, N, F, Cl. Polymere werden
durch Aneinanderreihung kleiner molekularer Einheiten synthetisiert. Diesen Vorgang
bezeichnet man als Polymerisation

Beispiel. Ethylen ist ein Monomer (Ethen).

)
Cc—C
i)
)

Beispiel. PVC (Polyvinylchlorid

H Cl
\ /
Cc=C
/ \

H H

Architektur, Struktur von Polymeren bestimmt zum Beispiel die mechanische Eigenschaf-
ten.

1.2.3 Fliissigkristalle
Fliissigkristalle sind die Basis aller LCD’s (Liquid-Chrystal-Display’s).

schematisch: Fliissigkeiten bestehen aus stdbchenformigen Molekiilen. Sie bilden
Phasen mit Orientierungsordnung (die iiber elektrische Felder ausgerichtet werden
kénnen) aber keine Ordnung der Schwerpunkte besitzen, also keine Translationsym-
metrie haben. Die Fliissigkeit hat also eine Ordnung, aber keine Struktur.

Skizze 3 aus VL

Entdeckt wurden sie bereits 1888 von F. REINITZER. Bei 145°C verfliissigt sich Cho-
lesterinbensonat, zunéchst aber in eine milchig triibe Schmelze. Diese wird bei etwa
175°C klar und durchsichtig. Sie wurden um 1900 als ,scheinbar lebende Kristalle®
bezeichnet.

Erste Anwendungen fanden die Fliissigkristall 1966 in der digitalen Zahlensarstel-
lung.

Chemischer Aufbau des PAA (p-Azoxynaisol):

Hier fehlt die Strukturformel in Abhingigkeit von Temperatur werden unter-
schiedliche Phasen ausgebildet.

| | | >T

v~ ~ N\ AN /

smektisch nematisch isotrope Fliissigkeit Gas




1 Klassifizierung von Festkorpern

Glasplatten
vertikaler Filter

(|
N\

Sy B\ \\ L |
\ Kristallmolekdl

T horizontaler Filter

T~ Farbfilter

Abb. 1.1: Das Bild zeigt die prinzipelle Funktionsweise eines stromdurchflossenen LCD
(hier mit rotem Farbfilter)

Die Fliissigkristalle ordnen sich auch in Abhéngigkeit der Temperatur 1" an, deswe-
gen finden sie auch Anwendung in Temperatursensoren.

Da in den meisten Verbindungen die Molekiile ein Dipolmoment tragen, richten sie
sich in einem elektrischen Feld aus. Dies ist das Grundprinzip eines jeden LCD’s

(siehe hierzu Abb. auf Seite [10]).

1.2.4 Quasikristalle
22.04.08

Die Quasikristalle wurden erst 1984 entdeckt. Namen, die damit in Zusammenhang stehen
sind: SHECHTMAN, BLECH, GRATIAS und CAHN.

Skizze 4 aus VL

Sie beobachteten bei einer Al — Mn- Legierung ungewdhnliche Beugungsbilder: Sie sahen
scharfe Reflexe mit ikosaedrischer Symmetrie.

Fiinfzihlige Symmetrie gibt es aber nach Punktgruppensymmetrie (nach einer Dre-
hung von Gittern um einen Drehpunkt um g = 72° entsteht wieder das gleiche Gitter-
bild) in Festkérpern nicht, dies Widerspricht der Translationssymmetrie.

Heute sind mehr als 50 Legierungen mit dieser Symmetrie bekannt. (i =icosaedral).

17— AlgGMTLQO 1 — Al65G615
Die Abmessungen der Einheitszelle kénnen bis 1cm Kantenldnge betragen!

Die Quasiperiodizitit kann man durch aperiodische Konstruktionsvorschrift er-
klaren. Als Beispiel die Fibonacci-Folge:

10



1.2 Klassifizierung nach Struktur

Abb. 1.2: Blumenkohlfraktal

Zwei Langen L und S sind durch eine irrationale Zahl verkniipft.

L
§:2COSS6°%1,62 77

Mit der Bildungsvorschrift ,Schreibe L fiir S und LS fiir L* fiir die nichste Reihe erhilt

man folgende Pyramide:
L

1

2 LS

3 LSL

4 LSLLS

3 LSLLSLSL

6 LSLLSLSLLSLLS

1.2.5 Fraktale

Definition. Fraktale sind durch ihre Selbstahnlichkeit charakterisiert. Ihre Struktur
sieht auf allen Léngenskalen &hnlich aus.

Beispiel. 1. Kiistenlinie
2. In der Natur: der Blumenkohl (Siehe Abb. auf Seite

3. Materilalien (Schidume): Silica, Aerogels;

Materialen mit vielen Hohlrdumen und sehr niedriger Dichte (~ 0, 1-%;)

4. Mathematisch SIERPINSKI, GASKET (siche auch Abb. auf Seite

11



1 Klassifizierung von Festkorpern

Abb. 1.3: Fraktal in der Mathematik

Skizze 6 aus VL!

1.3 Klassifizierung nach Bindung

kcal
mol

Bindungsenergie in

Ionenbindung, 150-250
kovalente Bindung 150-300
Metall 25-200
Van der Waals/Wasserstoftbindung 1-3!

12



2 Struktur der Kristalle

2.1 Kristallstruktur

Definition. Ein idealer Kristall wird durch unendliche Wiederholung identischer Struk-
tureinheiten im dreidimensionalen Raum aufgebaut. Struktureinheit einfachster Kris-
talle (zumeist Metalle wie Beispielsweise Cu, Ar, Fe, Al) bestehen nur aus einem einzigen
Atom.

Oft wird die | Struktureinheit=Basis | aus mehreren Atomen oder Molekiilen gebildet.
Die unendliche Wiederholung wird durch das Gitter beschrieben.

Die Translationsvektoren a;, d,, ds beschreiben das Gitter.

Abb. 2.1: Eine Kristallstruktur entsteht, wenn an jedem Gitterpunkt in (a) eine Basis
(b) angefiigt wird. Wenn man (c) betrachtet, kann man die Basis erkennen und
danach ein Raumgitter finden. Die Lage der Basis relativ zu ihrem Gitterpunkt
ist ohne Bedeutung.

Der Vektor 7= nya;, + nads + nzdz mit nq, ny, ng € Z erreicht jeden Punkt des Gitters.

Symmetrieoperationen eines Kristalls

Symmetrieoperationen eines Kristalls konnen aus Gittertranslationen und Punktope-
rationen, also aus Translation und Rotation bestehen.

2.2 Symmetrieoperationen

Definition. Gitterpunktgruppen sind Symmetrieoperationen eines Gitters (ohne
dabei die Basis zu betrachten).

13



2 Struktur der Kristalle

Abb. 2.2: Teil eines imaginédren Kristalls aus Proteinmolekiilen in einer zweidimensionalen
Welt. (Wir wihlen ein Proteinmolekiil, weil es als komplexes Teilchen norma-
lerweise keine Eigensymmetrie aufweist). Die Anordnung der Atome in dem
Kristall sieht fiir einen Beobachter am Ort 7’ genau so aus wie fiir einen Be-
obachter am Ort r, vorausgesetzt, dass der Vektor T', der " und r verbindet,
als ganzzahlige Linearkombination der Vektoren a; und ay geschrieben werden
kann. In unserem Beispiel ist 7' = —aq + 3as. Die Vektoren a; und ao sind
primitive Translationsvektoren des zweidimensionalen Gitters

Abb. 2.3: Die Anordnung ist hier &hnlich wie in Bild jedoch sind die Proteinmolekiile
paarweise angeordnet. Die Translationsvektoren des Kristalls sind a; und as.
Eine Drehung von 180° um einen der mit ,,x* bezeichneten Punkte fiihrt den
Kristall in sich selbst iiber. Dies gilt ebenso fiir entsprechende Punkte in anderen
Zellen, obwohl die Punkte nur in einer Zelle eingezeichnet sind.

Einige mogliche Symmetrieoperationen sind (aufer Translation):

e Inversion. (/) z,y,z2 — —z, -y, —=

e Drehung um eine Symmetrieachse: ¢, : ¢ = 27”,
n | 2 | 3 [4]6

C, | 180° | 120° | 90° | 60°

(andere Zahlen widersprechen der Translationssymmetrie!)

Beispiel. Cy (z-Achse): z,y,2 — —x —y, 2

e Spiegelung an der ¢, j- Ebene o5,
Ogy * L, Y, 2 — L, Y, =%

14
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2.2 Symmetrieoperationen

Abb. 2.4: Beispiel einer zweidimensionalen Wigner-Seitz-Zelle

Beispiel.
I = Cy(z)c ooy,

Basis: Alle Punkte (Atome) werden relativ zu einem Gitterpunkt durch den Orts-
vektor 7; = x1d, + x2do + x3d3 beschrieben, wobei 0 < x1, 29,23 < 1

Skizze 11 aus VL

das Parallelepiped a1, as, a3 beschreibt die Elementarzelle. Die sogenannte pri-
mitive Elementarzelle ist eine Zelle mit kleinstmdoglichen Volumen

V:|CL1'(12XCL3’

A1y A1y Q1z
V= A2y G2y Q2| .
A3y A3y A3z

Es gibt mehrere M6glichkeiten eine Elementarzelle zu wahlen

Skizze 12 aus VL

Es muss aber unterschieden werden:
— primitive Elementarzellen haben das gleiche (minimale) Volumen,

— nichtprimitive Elementarzellen kénnen auch ein vielfaches dieses Volumens ha-
ben.

Stellen wir uns nun ein Parallelepiped als elementare Zelle im 3D Gitter vor. Diese
Zelle wird von 8 Punkten begrenzt, allerdings ,,gehoren” diese Punkte auch zu acht
weiteren Elementarzellen, sodass letztendlich 8 - % = 1 Punkt pro Zelle nur iibrig
bleibt.

Beispiel. SkiZZG 13 aus VL

Beispiel. Wigner-Seitz-Zelle
Konstruktion einer Wigner Seitz Zelle

15



2 Struktur der Kristalle

1. Man zeichne alle Verbindungsgeraden von einem Punkt zu allen Nachbarpunkten
(in [2.4] blau eingezeichnet)

2. weiter konstruiere die Mittelsenkrechten im 3 dimensionalen (hier rot dargestellt)

3. das kleinste dadurch enstandene Volumen ist die Wigner Seitz Zelle
Vorteile dieser Zelle sind:

Vorteil 1 Ein Punkt pro Zelle reicht zur Beschreibung aus
Vorteil 2 Siehe Kapitel 3.2]

2.3 Bravais Gitter

Definition. Es gibt aus Griinden der Symmetrie im Dreidimensionalen ,nur” 14 Git-
tertypen, die sogenannten Bravais Gitter in 7 Kristallsystemen. Betrachtet man das
magnetische Dipolmoment, so werden daraus um die tausend verschiedene Typen.

Beispiele.
Im

1D existiert nur ein Gittertyp, namlich die Linie

2D sind es bereits 5 Gittertypen (Siehe auch Abb. :
schiefwinkliges Gitter

rechtwinkeliges Gitter |d;| # |da|, ¢ = 90°
zentriertes rechtwinkeliges Gitter |d;| # |da|, ¢ = 90°

hexagonales Gitter |d@;| = |da|, ¢ = 120°

Ol W=

quadratisches Gitter |d;| = |z, ¢ = 90°

3D gibts schon 14 Gittertypen

e das allgemeine Gitter ist das Triklin. Es wird durch folgende Eigenschaften
beschrieben: |dy| # [a8s| # |as|, a # 5 # v (# 90°)
e Das kubische System hat drei Gittertypen (siehe Abbildung [2.6):

1. einfach Kubisch (sc= single cubic)

2. kubisch Raumzentriert (bcc=body centered cubic) ist dhnlich dem
sc System, hat aber noch einen Punkt in der Mitte. Das Volumen des
primitiven Teils dieser Zelle berechnet sich mit V = %ag.

3. flichenzentriert Kubisch (fcc=face centered cubic). Das heiftt, in
der Mitte jeder Fliache gibt es zusédtzlich noch ein Gitterpuntkt. Die Anzahl

1 1
der Punkte berechnet sich aus: & - 3 + 5 6 = 4 Das Volumen der
N ——

Eckpunkte  Fldchenpunkte
enthaltenen Zelle dieses Gitters ist V = ia?’.

e das hexagonale System: primitive Zelle x3= hexagonales Prisma. a; = ay #
as, v=120°, = a = 90° (Siehe Abbildung

16



1 ©6 0 o o

a;

ay

4

o o

la| # la,, ¢ # 90°

a2

Abb. 2.5:

o

2 0 O o
o o
a
a; o
lajl # |a,], ¢ = 90°
o o
o
o

la, = la,, @ = 120°

5

2.3 Bravais Gitter

o 3 O o o
o o
o o o
2 O o
o 1 o
la,|l # |a,l, ¢ = 90°
o o o
o o
a,
a o
[aq] = agl, @ = 90°

Gitterstrukturen im zweidimensionalen Raum

Abb. 2.6: Einfache (sc), volumenzentrierte (bcc) und flichenzentrierte (fcc) kubische Git-

ter

17



2 Struktur der Kristalle

PR
Ay
o

Hexagonal
a=b#c¢c
o=f0=90° v=120°

Abb. 2.7: Hexagonales System

18



2.4 Positionen, Richtungen, Ebenen

2.4 Positionen, Richtungen, Ebenen

30.04.08

2.4.1 Position
Beispiel. Die Mitte des Wiirfels

2.4.2 Richtungen
S 1 1 1

DU SV g (111)
Tm = =a —a —a3=\|=,=,=
9t T T o™ T 97979

Mit den Richtungen wuyad; + usds + usds. Man bendtigt zur Beschreibung einer Richtung
nur zwei Punkte, also den Koordinatenursprung und einen beliebigen weiteren Punkt.
In der Notation verwendet man: [1,0,0] als a; Richtung und [T,0,0] als umgekehrte a;
Richtung. [1,1, 1] ist dann die Raumdiagonale.

Ebenen (Millersche Indizes)

Die Position einer Ebene kann durch Angaben dreier Schnittpunkte mit den Koordina-
tenachsen festgelegt werden. Dazu gibt es zwei Regeln:

1. Als erstes bestimme man die Schnittpunkte in Einheiten der Gitterparameter
Beispiel. (4,1,2),

2. danach bilde man die Kerwerte (}1, 1, %) und suche 3 ganze Zahlen, die zueinander

im gleichen Verhéltnis stehen (1,4,2) (Normalerweise kleinste Zahlen).
Das Ergebnis in runden Klammern heift Indizierung der Ebene (1 4 2)

e Eine Indizierung bezeichnet entweder eine Ebene oder alle parallelen Ebenen

e liegt der Schnittpunkt im unendlichen ist der zugehorige Index ,,0¢

00,00,1 — (0,0,1)

Abbildung 2.8 zeigt 9 Wiirfel mit den Schnittebenen. Hierbei ist zu sehen, dass
a) in der ersten Reihe diese Schnittebenen auf einer Seitenfiiche liegen
b) in Reihe zwei diese durch die Diagonale der Grundfliche gehen und
c¢) in der letzten Reihe durch alle Diagonalen des Wiirfels verlaufen.
e zusdtzliche Moglichkeiten:
negativer Schnittpunkt kann mit negativen Index bezeichnet werden.
27 00,00 — 2,0,0 (1,0,0)

(2,0,0) liegt parallel zu ,0), schneidet aber die z-Achse bei 3

(1,0

(h, k, 1) steht senkrecht zur (h, k, [)-Ebene. Die Schnitt-
11

kol

Merke. Es gilt: Die Richtung von
+. %, 1) in kleinsten Koordinaten.

punkte mit Koordinatenachsen (+,

19



2 Struktur der Kristalle

(001) (100) (010)

N\

_V

(101) (110) (011)

(111) (111) (111)

Abb. 2.8: Ebenen im Kubus mit den Schnittebenen der Millerschen Indizes

2.5 Einfache Kristallstrukturen

Fiihren wir an dieser Stelle eine Strukturanalyse von Kochsalz, als NaCl und Caesium-
chlorid C'sCl durch:

(@) NaCl besitzt eine fce Struktur (siehe Abbildung [2.6 auf Seite und die Basis be-
steht aus: 1 x Na+ 1 x CI.
In Abbildung [2.9] auf Seite 21] (Entnommen aus KITTEL) hat die Basis die Koordi-
nanten: Cl (0,0,0), und Na (%, %, %) Man kann aber auch fiir die Basis folgende
Atome wihlen: CI (0,0,0), Na (%,0,0)
Die Koordinationszahl (hier: 6) ist gleich der Anzahl der néchste Nachbarn (eben-
falls 6). Aukerdem besteht eine Zelle aus 4 NaC'l Einheiten.
Andere Beispiele fiir eine NaC'l — Struktur:

Kristall ‘ NaCl AgBr MgO

a(A) ‘ 563 577 A2

Primitive Zelle der fcc Struktur, ihr Volumen betrigt: ia:g.

a1 (%7%’()) %|(170v0)’

a2 :%|(07171)’

as : = 51(1,0,1)]

—v="l01 1=%01+1+0=2
o1

20



2.5 FEinfache Kristallstrukturen

Abb. 2.9: Man kann die Kristallstruktur von NaCl aufbauen, indem man abwechselnd
Na*- und Cl™-Ionen auf die Gitterpunkte eines einfach kubischen Gitters setzt.
Im Kristall ist jedes Ion umgeben von sechs nichsten Nachbarn entgegengesetz-
ter Ladung. Das Raumgitter ist kubisch flichenzentriert (fcc) (siehe auch Abb.
auf Seite und die Basis besteht aus einem Cl~-Ion bei (0,0,0) und
einem Na't-Ton bei (%, %, %) Das Bild zeigt eine gebrauchliche kubische Zel-
le. Die Ionendurchmesser sind hier im Vergleich zur Elementarzelle verkleinert
dargestellt, um die rdumliche Anordnung deutlicher zu machen.
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2 Struktur der Kristalle

Abb. 2.10: Modell eines Natriumchlorids. Die Natriumionen sind kleiner als die Chlorionen

(aus A.N. HOLDEN und P. SINGER).

Abb. 2.11: Die rhombische primitive Zelle des kubisch flichenentrierten Gitters. Die

22

primitiven Translationsvektoren aq,as, a3 verbinden den Gitterpunkt am
Ursprung mit den Gitterpunkten in den Flichenmittelpunkten. Wie sich
aus der Zeichnung ergibt, sind primitive Translationsvektoren: a; =
5@+79), ag = §(y+2), a3 = 5 (24 2). Die Winkel zwischen den
Achsen betragen 60°. Hier sind 7, y, Z die kartesischen Einheitsvektoren.



2.5 FEinfache Kristallstrukturen

Abb. 2.12: Kristallstruktur von Caesiumchlorid. Das Raumgitter ist einfach Kubisch. Die

Basis besteht aus einem C's™-Ion bei (0,0,0) und einem CI~-Ton bei (%, %, %)

(b) Caesiumchlorid (CsCl) hat eine sc-Struktur (siehe Abbildung auf Seite
und Abbildung auf Seite deren Basis aus 1 x Cs, 1 x CIl besteht. Die

Koordinatenzahl ist 8, die Kantenldnge des Kubus ist a = 4,11 A.
(c) Hexagonal dichteste Kugelpackung (hcp-hexagonal close-packed).

Kristallographisch gesehen gibt es unendlich viele Méglichkeiten fiir dichteste Pa-
ckung. Raumfiillung: ~ 0, 74. (Siehe hierzu Abbildung auf Seite

Folgende Kugelordnungen sind hierbei méglich:

Erste Reihe = A (es gibt nur eine Moglichkeit)

Zweite Reihe = B alle Moglichkeiten sind gleich
Dritte Reihe
1. iiber die Reihe A

2. Zwischenplitze = C'
Vierte Reihe
1. wieder die Reihe B
2. Erstmalige Wiederholung der Reihe A

ABABAB...-hcp wie bei (Zn, He, Mg) (Siehe auch Abbildung auf Seite
73).
ABCABCAB. . - fec wie bei (Y, In)

06.05.08
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2 Struktur der Kristalle

Abb. 2.13: Zur Unterscheidung der hexagonal dichtesten Kugelpackung mit der Packungs-
folge ABA von der Packung bei fcc Struktur mit der Folge ABC A.

Abb. 2.14: hep -hexagonales Raumgitter + Basis aus 2 Atomen (0, 0, 0) und (

3 1 l)
882/
Dabei ist ¢/a = 1,633, ¢ (J,g) = 120°, |d| = ‘b , pla,c) = @(b,c) =90°.
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2.6 Kristallfehler

Abb. 2.15: Diamantstruktur des kubisch flichenzentrierten Gitters mit einer Basis aus
zwel Atome.

(d) Des weiteren gibt es auch noch die Diamantstruktur (fcc), deren Basis aus zwei
Atomen mit den Koordinaten (0,0,0) und (3, 1, 1) bestehen. (Siehe hierzu Abbil-

40404
dung auf Seite

Beispiel. (i i, %)3 (%707 %) =d= \/(961 —22)2 4+ (Y1 —1)? + (21 — 22)? =

&

e es gibt keine Moglichkeit eine Basis aus nur einem Atom zu wihlen.
e der Raumanteil harter Kugeln betriagt 34%
e der Kristall hat 4 nachste Nachbarn

e er hat eine gerichtete kovalente Bindung (sp*-Hybridisierung)

2.6 Kristallfehler

Fehler in der Kristallstruktur kénnen:
1. thermische
2. wachstumsbedingte bzw.
3. durch Aufeneinwirkung bedingte

Ursachen haben.

Dies hat natiirlich auch Folgen.
Beispiele solcher Folgen sind:

e Verinderung der Leitfihigkeit im Halbleiter (Dotierung)
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2 Struktur der Kristalle

sstatss

Abb. 2.16: SCHOTTKY- undFRENKEL-Defekte in einem Ionenkristall. Die Pfeile geben
die Verschiebung der Ionen an. Bei einem Schottky-Defekt wird das Ion zur
Oberfliche des Kristalls transportiert, beim Frenkel-Defekt zu einem Zwischen-

RO
Yol
NOEO

Abb. 2.17: Ein Frenkel-Zentrum besteht aus einer Anionenliicke und einem an die Leer-

stelle gebundenen Uberschusselektron. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
des Uberschusselektrons ist in der Ndhe der positiven Metallionen, die an die
Leerstelle angrenzen, am grofiten.

e Veriinderung der Farbe der Ionenkristalle (das heift gewisse Farbspektren werden
absorbiert, sodass ebendiese Farbanteile herasugefiltert werden und der Kristall in
der Komplementéarfarbe leuchtet.

e Verdnderung der mechanischen Festigkeit.
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2.6 Kristallfehler

—— s -9

==
o

oy
3

Abb. 2.18: Eine Schraubenversetzung. Der Teil ABEF der Gleitebene ist in einer Rich-
tung parallel zur Versetzungslinie F'F' abgeglitten. Man kann sich die Schraub-
versetzung als spiralférmige Anordnung von Gitterebenen vorstellen, so dass
nach einem vollstdndigen Umlauf um die Versezungslinie die benachbarte Ebe-

ne erreicht wird. (Nach COTTRELL)

Zusdtzliche Halbebene

/

Abb. 2.19: Dehnung eines Kristall um den Versetzungskern mit einem Dehnungsfeld. Da-

durch verursacht entsteht eine neue zusitzliche Halbebene.
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3 Beugung von Wellen an Kristallen

3.1 Reziproke Gitter

Es ist ein etwas abstraktes Verfahren aber sehr hilfreich fiir viele Probleme der Festkor-
perphysik, zum Beispiel bei der Erklirung der Streuung. Mit diesem ,Kunstgriff‘ kann
man nicht nur die Beugungsbedingungen allgemein l6sen.

Reziprokes Gitter

Ein reziprokes Gitter hat die drei Basisvektoren: 51, 52,53, folgendermafen bestimmt
durch die Basisvektoren des Raumgitters (dy, do, d3):

- ngag d’gxo_ig
by =27 - =27
ai -+ as X as VE
~—_———

Volumen der Elementarzelle

- 63 X Eil
2m

bo =

2 Ve

- 61 X 62
by =2

3 ™ Va

jeder Vektor Ej steht wegen des Kreuzproduktes orthogonal zu 2 Vektoren von a;, daher
gilt:

Do 2r-0=0, wenni#j
i = 27 -1 =27, wenni=j

}:27]-'51'3'

é == 19151 + 19252 + 19353,

mit ¢¥; € Z und der Einheit von G: [m™]. In Analogie zum Wellenvektor eines Photons

existiert ein Photon mit k& = 27” auch k-Raum bezeichnet. In Analogie zum Impuls eines
Photons:
2m
= hk = h—
b A

dieser wird auch als Impulsraum bezeichnet.

Es gilt hierbei:
o G(¥1,095,95) steht senkrecht zu den Ebenen (0, ¥, 93) = (h, k, 1)
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3.2 Brillouin Zonen

. ‘é‘ = d?iz wobei dpr; den Abstand zwischen benachbarten Ebenen (h, k, [) beschreibt

Merke:
Das Beugungsbild eines Kristalles entspricht der Darstellung des reziproken Git-
ters

3.2 Brillouin Zonen

Definition. Die Elementarzelle des Reziproken Gitters wird nicht als Parallelepiped
b1, by, by gewiihlt sondern als Wigner Seiz-Zelle = |erste Brilluin-Zone| (Volumen
aller Elementarzellen sind gleich, siche hierzu auch Abb. 2.4] Seite [15).

Man kann viele Eigenschaften der Festkorper durch das Verhalten innerhalb der ersten
Brillouin-Zone beschreiben, weil sie sich periodisch wiederholen.

Beispiel. Das eindimensionale (Raum-)Gitter: Hierbei ist der Abstand zwischen zwei
benachbarten Punkten ,,a“. Das reziproke Gitter ist ebenfalls ein eindimensionales Raum-
gitter, allerdings ist der Abstand hier nicht mehr a, sondern %’r

- X 1x1 2
by = 27 2 * 43 — 2 AN T

aj - ao X ds a-1x1 a
b1Ha1

14.05.08

Beispiel.

reziprok
bcc — " fcc

reziprok
cc — bee

51 ~ [5:2 X 63]
gg ~ [63 X 61]

gg ~ [61 X 62]
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3 Beugung von Wellen an Kristallen

Abb. 3.1: Brillouin-Zone des kubisch flichenzentrierten Gitters im reziproken Raum;
das reziproke Gitter ist raumzentriert

Abb. 3.2: Erste Brillouin-Zone des kubisch raumzentrierten Gitters, ein regelméfiger
rhombischer Dodekaeder
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3.2 Brillouin Zonen

Wir {iberpriifen fiir das bce-Gitter:

- (@ a ay_ a
@i (3573) = 511D
L a
@y 5 (~1,1,1)
L a
s 5 (1,—1,1)
a\3
v=(3)
k
- 27 N 47 a2 | J
bl—v[agxag]—? Z—l 1 1
1 -1 1
=Tl 245-24k-0] = —2(1,1,0)
a a
. 7k
by=11 —1 1|=i-04j-2+Fk-2
11 -1
2T
=20,1,1
—(0,1,1)
ik
by=|1 1 —1|=i-2—j-04k-2
11 1
2w
— 71,01
—(1,0,1)

Damit erhélt man das fec Gitter (siehe hierzu Abb. 77?7 Auf Seite 777)

Anmerkung.

(reziprok)® = ?

2 — — — —
= _,ﬂ— _,b1Xb2Nb1Xb2N[62XC_L’3}X[agxal]
bl‘b2xb3

C3

263'[62'63XC_L’1}—C_L)1 62'6?3><(73 NC_I:3
—— | =

Vg =0

(reziprok)® = Raumgitter!

Beispiel.

ayLdyldsla,
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3 Beugung von Wellen an Kristallen

= (einfach, kubisch, tetragonal, orthorombisch)

- 2 N
by = ——— [dy X d3]
ay - agz-as
- a
by =——=,
| ]
- 2 s
by = = =,
|G| |do]
E 27 63
3= 1757 15
|d@3] ||
d 2w 21
Rl = T4 = T 5 T
[ (&, 2r o)
—— ap’ a2’ a3
gilt immer 1 o Rechtwinkligen Gitter
G :(h, k1)
21
BN+ () (1)
\/(th + (35k) + (31
N
F? +52 @z
nur f. kubische Gitter a

3.3 Strahlung fiir Materialuntersuchungen

Zur Materialanalyse verwendet man in der Regel die drei Strahlungstypen:

1. Rontgenstrahlung (X- Rays)

Die Wellenldnge der Rontgenstrahlung erhilt man aus:

12.4A  he

E(KeV)  E°
Die Eindringtiefe betragt ~ 1mm. Das Rontgenbild erhilt man aus der Streuung
an Elektronendichte.

2. Neutronen:
Die Wellenlidnge der Neutronen wird aus

0,22A  h h

dp= e = =
\/ Ekm(ev) p 2mEkm

berechnet. Das entspricht einer kinetischen Energie

p2

E'in - 5
K 2m
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3.3 Strahlung fiir Materialuntersuchungen

Rdntgenstrahlung

( Kathode

Elektronen

Abb. 3.3: Aufbau einer Rontgenrdhre

Die Eindringtiefe fiir die Neutronen ist etwa = lcm. Damit kann man Schliisse
aus der Probe durch die Streung an Kernen und an magnetischen Moment der
Elektronenhiille ziehen.

3. Elektronenwellen Hier wiren mehr Informationen hilfreich, allerdings ste-
hen sie nicht in Threm Skript

124

‘ A/ Ekm(eV)

Eyin < 0,5 MeV

Die Eindringtiefe liegt bei dieser Strahlung etwa bei ~ 10nm, es ist also Oberfla-
chensensitiv.

Erzeugung der Strahlen:
1. Rontgenrdhre (siche Abb. 3.3 auf Seite [33)).

Elektronen werden erst mit einer grofsen Spannung U beschleunigt, anschliefend
werden sie beim Auftreffen auf die Anode wieder abgebremst. Dies fiithrt zu ei-
ner Emission von elektromagnetischer Strahlung, der sogenannten Rontgen
Bremsstrahlung. Typische Anodenmaterialien sind Kupfer (Cu), Wolfram (W),
oder Molybdén (Mo). Diese liefern jeweils eigene charakteristische Strahlungen wie
in Abb. B.4] auf Seite B4 zu sehen.

20.05.08

2. Synchrotronstrahlung:

Diese wird erzeugt, indem man ein e~ auf einer Kreisbahn beschleunigt. Damit
erhilt man ultrarelativistische Teilchen, diese strahlen in Vorwértsrichtung ab.
Man erhélt im nichtrelativistischen Bereich (v < ¢) ein kontinuierliches Spektrum.
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3 Beugung von Wellen an Kristallen

Wolfram-Anode Loq
U=100kV
L, M,
Ke,
Kﬁ1
Ms
LY \NIYJ
1 1 1 L T
100 50 20 10 5 2
Energie / keV
1 1 1 1 1
0,2 0,5 1,0 2,0 5,0
a) AA

Abb. 3.4: Charakteristische Réntgenstrahlung

: v 2ma
klassisch I/Typ ~ R ~ o

3. Neutronenstrahlung
Neutronenstrahlung wird folgendermafsen erzeugt:

In einem Reaktor befindet sich U??® und Deuterium. D50 dient hier als Mode-
rator, der die schnellen Neutronen aus der Spaltung auf ca. 300K abbremst. (sog.
thermische Neutronen).

Die abgestrahlten Wellen haben eine Energie von ~ 0,03eV und eine Wellenldnge

von A~ 1,5 A

4. Elektronenwellen

3.4 Streuung am dreidimensionalen Gitter

3.4.1 Bragg Formulierung

BRAGG nahm an, dass die Kristalle nur aus Ebenen bestehen,
die nur schwach reflektieren (~ 107°). Aufgrund der unterschiedlichen Wegstrecke, die die
Strahlung zuriicklegt kommt es entweder zu einer konstuktiven oder destruktiven Inter-
ferenz. Zu einer destruktiven Interferenz kommt es dann, wenn die Bragg-Bedingung
erfiillt ist:

mA = thkl sin o

Beweis, 1. Einfallsswinkel—= Ausfallswinkel
kizze 32
Al; = scosa
Aly = scos 3
Al = Aly — Aly = s(cosa — cos 3)
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3.4 Streuung am dreidimensionalen Gitter

Fiir beliebiges s muss gelten:

Al = kX
s-beliebig =

2. konstruktive Interferenz: 2dsina = n\ (ny ~ 107*) <= Was bedeutet das?
Steht leider nicht im Skript.

Skizze 33

3.4.1.1 Laue-Formulierung

Betrchten wir das allgemeine Streuproblem:

Skizze 34

fiir die E.M. Welle gilt als Phasenfaktor

2m
= —e¢€
P
Die Phasenunterschiede betragen links:
2rrcosp -
mlabdiih s M
3 T
und rechts:
2nrcosa -
™ v =k .7

Bemerkung. Die Amplitude der gestreuten Welle ist proportional zur lokalen Elek-
tronendichte n (7). Daher ist die Gesamtamplitude am Detektor n () proportional zu:

F = [/ dV - n (7) - i(F=F)7
der Streuvektor ist hierbei:
K —k= Ak
Zu beachten ist hier, dass wir eine periodische Funktion n (7) vorliegen haben. Es gilt:
n (7 +T) =n ()
wobei T der Translationsvektor ist. Fiir ihn gilt:

T = 04161 + 0126:2 + 0630_:3.
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3 Beugung von Wellen an Kristallen

Die Furier-Analyse liefert:

n(i) =3 nge’”
G

G ist hier der reziproke Gittervektor
G = 5151 + 5252 + 5353

Skizze 34

27.05.08
Wir Uberpriifen dies. (Es ist kein Beweis!!):

Jol

n(F’—i— T’) _ Z ngei (ﬁlgl + 5252 + 5353) (Tta1di+oazdz+asds)
G
(aib]’ = 27T(5ij)

— Z nGeQW(a1@1+a2ﬂ2+a3ﬁs)+?’-é

Es gilt aufserdem:

627r7jN =1
in F' eingesetzt:

P Z n@/ AV . oAk iGF

e 1%
i(G—-Ak)-7
:Z n@K/de(G k)

a

G=Ak  F— grok (Faktor 10%)

G+#Ak  F—Xklein

Ak = G| 2dsina = n\

Verwendet man eine etwas andere Schreibweise, so kann man die elastische Streuung,
also die Streuung ohne Energieverluste betrachten

= || = &2 = 2

W-k=G=kF=G+k
=G 1 2kG = |2kG+ G =0

G——G=|c*-okc
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3.5 Fourier-Analyse der Basis

Daraus folgen die Laue Gleichungen. Fiir diese erhielt MAX vON LAUE 1914 den No-
belpreis. Multipliziert man den k£ mit aq, as, az so erhalt man:

:fc?l = Akﬁ(ll 51 - 2T
AE:@{@ = Akdy = B, - 2
l_'g = Akag 53 2w

wobei:

G= 5151 + 5252 + 5353

Bemerkung. Eine bequeme Deutung der Beugungsbedingung ist die Ewald-Konstruktion.
Dazu zeichnet man einen ebenen Schnitt des reziproken Gitters und lege den Vektor k
mit der Spitze un einen reziproken Gitterpunkt P. Sein Anfang sei als ,,0“ definiert. Jeder
andere Gitterpunkt, der auf dem Kreis um , 0 durch P liegt, ergibt die Richtung eines
moglichen Reflexes, namlcih einen Wellenvektor k' der die Beugungsbedingung erfiillt.
(nach Gerthsen Physik, 23. Auflage, S. 893)

2; = |#] (3.1)
Skizze 35 Ak = G (seltene Bedingung)

1. Zufall
2. Drehung des Kristalls

3. Verdnderung der Wellenldnge

3.5 Fourier-Analyse der Basis

Bisher haben wir nur Gitterrandpunkte betrachtet. Ein Gegenbeispiel ist das bec Gitter
(0,1,0) (Abb. auf Seite [I7). Man kann es sich auch etwa so vorstellen, dass es in der
Zelle, die von den Basisvektoren aufgespannt wird ein weitere Punkt existiert, der in Ver-
bindung mit den Punkten in den parallelverschobenen Zellen eine neue Ebene Aufspannt,
an der das Licht mit einer Phasenverschiebung von Ay = 7 reflektiert wird, sodass eine
destruktive Interferenz auftritt und somit die Gesammtintensitit null wird.

Skizze 39 und 40

Streuamplitude: Fiir festen Wert @(ﬁl,ﬁg,ﬁg), wobei (é = A/;), (2dpp sin o = n\) und
fiir festes Ak gilt:

alle Zellen

Kristall d o iR
Fa= / V(e ~ |sind gleich

_N. /an 7) e’ = N - 54

/

-

Zelle

mit N als Anzahl der Zellen und Sé als Strukturfaktor.
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3 Beugung von Wellen an Kristallen

Annahme: die Atome sind punktférmig, deswegen gilt:

(M= ¥ ui(F-)

(Zelle)
Sy = /dV eI b6 (F— 7))

-3 4 / AV e T (7 — %)

v

e—iGT;

-

— Z Vie—ZGT’Z‘
7

folgt aus dem Zwischenwertsatz der Integralrechnung, wir erinnern uns:

[ F@)(e - x) = f(x)
Damit erhalten wir insgesammt die gebrauchliche Form des Strukurfaktors:

é(ﬂla B2, B3) = ﬂ151 + 5252 + 5353

Ti(@i, Yi, 2i) = X0 + Yo + 203

GT; = 2m(Brx; + Boyi + P32i)

Skizze 41

Sé(ﬁla 62’ 63) = Z Qie_i2ﬂ(61Ii+ﬁ2yi+632i)

. . . . . . 0,0,0 .
Betrachten wir als Beispiel das bcc Gitter mit der Basis ;" " mit 1 = ¢ = f
20202

S@ =f [1 + e—ﬂi(51+ﬁ2+ﬁ3)]

Wir betrachten Reflexe fiir fiir 1 0 0 und 1 1 0, fiir S g ¢ gibt es kein Signal. Hingegen
bei S 1 o = 2f wird die doppelte Amplitude erwartet.

28.05.08

Bemerkung. Wobei Kaliumchlorid und Kaliumbromid eine fcc Struktur besitzen.
Elektronisch gesehen ist K™ = [Ar] und Cl~ = [Ar].

Skizze 43

Geht man iiber zu einer nichtpunktférmigen Betrachtung der Atome, so muss man ¢; < f;
ersetzen, wobei f; der Atomformfaktor ist. in dieser speziellen Betrachtung ist

fi= AV n(r —r;) - e 6=
Zelle

Zusammenfassend kann man schreiben:

Streuung = Beugungsbedingung (Gitter) x Strukturfaktor (Basis) x Atomformfaktor
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3.5 Fourier-Analyse der Basis

’ (200)

KCI

(220)

(420) (400 (222)
A A e -

KBr

(220)

(420) (222) (111)
(400) ”

Abb. 3.5: Vergleiche die Rontgenreflexe von K Cl- und K Br-Pulver. Im KC1 ist die Elek-
tronenzahl der Ionen Kt und CI~ gleich. Die Streuamplituden f(K*) und
f (C17) sind deshalb fast identisch, sodass der Kristall fiir Rontgenstrahlung wie
ein einatomiges, einfach kubisches (sc) mit der Gitterkonstante a/2 erscheint.
Bei den Reflexen erscheinen nur die geradzahligen Indizes, bezogen auf ein ku-
bisches Gitter mit der Gitterkonstante a. Im K Br sind die Formfaktoren von
K" und Br~ sehr verschieden, sodass fiir alle Reflexe des fcc Gitters auftreten.
(Mit freundlicher Genehmigung von Robert van Nordstrand)
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3 Beugung von Wellen an Kristallen

Primérstrahl

justierlbarer
Probenhalter

Abb. 3.6: Aufbau und Analyseprinzip nach LAUE

Abb. 3.7: Laue-Bild eines LaMnOs-Einkristalls

3.6 Experimentelle Methoden

Laue Verfahren

Bei diesem Verfahren wird nicht nur ein kleiner Bereich auf Interferenz untersucht sondern
mittels der beiden gegeniiberliegenden strahlungsempfindlichen Filmschichten in mehr
Raumrichtungen die Interferenz-und Beugungsbilder untersucht. Betrachten wir Abb.
auf Seite . Es wird hier ein Primérstrahl (zum Beispiel Synchrotronstrahlung oder
die Réntgen Bremsstrahlung) auf die Probe (den Kristall) geschickt. Mit dem justierba-
ren Probenhalter kénnen so die verschiedenen Beugungs- unt Interferenzmuster erhalten
und daraus Riickschliisse auf die Struktur der Probe/des Kristalls gezogen werden. Ein
typisches Laue-Bild ist das vom LaMn0s-Einkristall in Abb. [3.7 auf Seite [{0] dargestellt.

Debye-Scherrer Verfahren

Das Debye-Scherer-Verfahren wird angewandt, wenn statt eines grofsen Einkristalls
die Probe nur in Mikrokristallen in Pulverform vorliegt, die kleiner als der Durchmesser
des Rontgenstrahls sind. Es wird hierbei monochromatische Rontgenstrahlung verwendet.
Das durch Interferenz und Begung entstehende Bild wird auf einen gebogenen Film auf-
gezeichnet (siche Abb. a) und b) auf Seite [41). Das typische Bild aus Abb. b)
entsteh dabei durch die wenigen Mikrokristallen erzeugt, deren Gitterebene gerade zufil-
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3.6 Experimentelle Methoden

a)

mono-
chromatische

Réntgentrahlung

b)

Abb. 3.8: Debye-Scherer-Verfahren. In a) ist die experimentelle Anordnung dargestellt.
b) zeigt die Aufnahme der ringférmigen Interferenzmaxima von Kupferpulver.
Aus H.RAETHER elektroneninterferenzen in Handbuch der Physik Band 32.
(1957)

lig im passenden Winkel 6 zum einfallenden Rontgenlicht steht. Damit erfiillen diese die
Bragg Bedinung (3.1). Fiir die Richtungen 26 findet konstruktive Interferenz statt, sodass
also die Interferenzringe um die Achse des einfallenden Réntgenstrahls herausbilden (Abb.
b)). Um diese alle zu erfassen ist es notwendig, den Film kreisformig um die Probe
herum anzuordnen (wie in der Abb. in a) dargestellt).
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4 Dynamik von Kristallgittern

4.1 Einleitung

Bemerkung. Schwingungen werden durch die thermische Energie immer angeregt. Bei
N-Atomen gibt es 3N Freiheitsgrade (in alle drei Raumrichtungen). Die Energie ist dabei
klassisch betrachtet ~ 3N %l{;BT

Annahme: Zur verdeutlichung der Wechselwirkung der Atome im Gitter untereinander
nehmen wir an, dass die Atome mit Federn verbunden sind.

1 Dimensional Potentielle Energie

) =" + U

1
3!

~ /

|U”((L’—ZE0)2—|— UW((L’—ZE())g N

2!

bei kleinen Auslenkungen=0

Die Energie ist relativ. Die Gleichgewichtslage ist U’ = 0 und da die Auslenkung
klein ist, sind die héheren Therme vernachldssigbar, das heifst wir vernachlissigen
also alle Exponenten p > 3 und betrachten also

U(x) = ~ca?

3 Dimensional Im 3 dimensionalen Raum ist die Bewegung der Netzebenen analog zu
der Bewegung der linearen Kette. Wir erhalten drei Freiheitsgrade und drei Bewe-
gungsgleichungen pro Atom und damit auch drei Lésungen pro Atom. Eine Losung

(=Schwingung) ist longitudinal und zwei sind transversal.

Skizze 45

4.2 1 — Atomare lineare Kette

Skizze 46

Wir stellen uns eine Kette von drei Atomen vor. Das erste Atom wird um eine Strecke
Us_1 in Richtung des 2. Atomes verschoben. Dieses lenkt sich um die Strecke Ug aus und
wirkt damit auf das dritte Atom dieser Kette. Als Reaktion auf die Auslenkung der ersten
beiden Atome wird das dritte Atom ebenfalls ausgelenkt, allerdings nur um den Faktor
Us1, wobel (ohne weitere dufere Einwirkungen) gilt: |Us_1| < |Us| < |Ug1]
Annahme: Es findet nur eine Wechselwirkung zwischen den nichsten Nachbarn
statt. Auf das Atom S wirkt die Kraft Fg mit

FS = C(Us,1 - U5> + C(Us+1 - US>
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4.2 1 — Atomare lineare Kette

Damit erhalten wir die Bewegungsgleichung fiir das Atom S:

d*Us

M
dt?

= C(U5+1 + US—l — QUg)

mit dem harmonischen Anstatz U;(t) = v;e™" wird die Gleichung:
—Mw?vg = c(vgy1 + vs_1 — 205)

Die Losung wird als laufende Welle gesucht mit

—iwt

Us = vge
US+1 — vsezwtezqa
US—l — Usezwte—zqa

wobei ¢ = 27” der Wellenvektor und A die Wellenldnge sowie a der Abstand der benach-
barten Atome ist.

—Muw?vg = - v,(e"" + 7" — 2)
5 qa

—Mw?* = 2¢(cos(qa) — 1) = 2¢ — 2sin %,

da cos o = cos® § — sin? 5 ist, ergibt sich fiir w:

ok
VM

Experimentell kann man feststellen, dass Schwingungen diskrete Energien AE = hw an-
nehmen. Der Impuls betragt:

. ga
S ——

2

2T
—hg=""Hh
p q b\
Teilchen mit dieser Energie nennt man auch Phononen. Trigt man die Energie und den
Impuls graphisch auf, so erhélt man eine Symmetrische Kurve mit Maxima bei £7 und
Nullstelle bei 0 und j:%”. Das Intervall zwischen —7 und +7 ist die erste Brillouin-Zone
(kurz: BZ)der eindimensionalen Kette. Die Energie berechnet sich dann aus

p2

E in T o
k 2m
h2 k>
hw =
2m

Die Dispersionsrelation ist dabei Q(q), w(k).
Dies gilt allerdings fiir Elektronen, Neutronen usw., allerdings gilt es nicht fiir Phononen.

Fiir Phononen gilt:

E
p

I
S
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4 Dynamik von Kristallgittern

4.2.1 Die erste Brillouin-Zone

Skizze 49

Wir stellen uns eine schwingende atomare Kette vor, in denen die Atome bereits in einer
Kurve ausgelenkt sind. Durch die Atome selbst geht eine weitere Kurve, die die aktuel-
len Positionen der der Atome verbindet. Der Abstand benachbarter Atome sei wieder a.
Wegen des diskreten Charakters des Kristalls iibermitteln beide Kurven gleiche Infor-
mationen. Man bezeichnet diese auch als physikalisch dquivalent

03.06.08

Die Phase (g, a) im Bereich —7 < ¢,a < 7 umfasst alle physikalisch relevanten Werte.

——<g¢q<

) |Q7nax| = -

SEE
S

o fiir das klassisches Kontinuum gilt: a — 0 = ¢nqe — 00

e aufserhalb der Grenzen hingegen ist: ¢ = g — %” -n (n € N)

das heift, ¢ liegt in der ersten Brilluin Zone.

4.2.2 Gruppengeschwindigkeit

Bemerkung. Beim betrachten eines Wellenpaketes féllt insebesondere auf, dass man es
durch zwei Geschwindigkeiten beschreiben kann. Einerseits durch die Phasengeschwin-
digkeit und die Gruppengeschwindigkeit. Die Phasengeschwindigkeit ist die Geschwin-
digkeit der Welle im Paket selbst. DieGruppengeschwindigkeit ist die Geschwindigkeit des
gesammten Wellenpaketes und ist verantwortlich fiir die Ubertragung der Energie und der
Information. Die Phasengeschwindigkeit kann schneller als die Lichtgeschwindigkeit sein,
die Gruppengeschwindigkeit ist es im normalfall nicht.

e Betrachten wir zuerst die Phasengeschwindigkeit. Sie ist beschrieben durch:

sa

o~
e@= 4T ) was zu cos(wt — qx) fiihrt. Damit ist:

wty — qxo = const(max : const = 0,27, .. .)

wty = const +qxy

dXO
w=q—
Tty
Die Phasengeschwindigkeit ist
N dXo w
v = — = —
P dt q

e und fiir die Gruppengeschwindigkeit gilt dann aus der Dispersionsrelation %:

dw

'UG:diq
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4.3 Zweiatomare lineare Kette

(Herleitung siehe z.B. DERMTRODER Kapitel 3.3.1)

Wobei die Gruppengeschwindigkeit die Geschwindigkeit der einhiillenden Wel-
le ist, die Phasengeschwindigkeit die Geschwindigkeit der Wellen innerhalb
des Paketes bezeichnet.

3 Dimensional betrachtet:

vg = grad,(w(q)) = Vew(q)
_ <3w ) 3w>
9q:" g, 0.

ca? 1
:>UG: M'COS(Q'(]CL)

Fiir ¢ - @ = £7 erhalten wir eine stehende Welle mit vg = 0

Langwelliger Grenzfall, qa < 1

1 1
sin —ga ~ —qa
q 2(]

2
:> -
W’ M
JR— w —
7 d = Vg = Upp,

(wie im Kontinuum)

4.3 Zweiatomare lineare Kette

Bildlich kann man es sich so vorstellen, dass man, wie bei Kochsalz (Abb. auf Seite
46)) abwechselnd eine grofses und eine kleines Atom aufgereiht hat.
Aquivalent ist zum Beispiel die [1,1, 1]-Richtung von NaCl (ist L zur (1,1,1)-Ebene)

{Mijs = C(vs—1 + vs — 2uy)
imi)s = C(us + usy1 — 2vg)

Losung analog in 1-Atomigen Kette, verschiedene Amplituden

ug = ue™"

vg =v-e W
Ugyy = U - e—zwt . 6:I:zqa
Vg1 =0 - e—zwt . e:i:zqa

—Mo*u=c (v LeTM 4y — 2u)

—mw?v =c¢ (u 4w et — 211)
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4 Dynamik von Kristallgittern

Abb. 4.1: Strukturbild eines NaCl Salzkristalls (siehe auch [2.9] auf Seite

oder in Matrixform:
(2c = Mw?) —c(l4+e7)\  (u) _
—c(1+¢€%)  2c — mw? v
1. (triviale) Losung: u = v = 0, das heit, es schwingt iberhaupt nichts!
2. (nichtriviale) Losung: det =0
(2c — Mw?) - (2¢ — mw?) — (1 +€9%) - (1 +e ) =0
4¢® + Mmw* — 2cw*(M +m) — 2¢%(1 + cos(ga)) = 0
Losung: w(q) = 1+ 1 + €17 4 ¢~1¢
(qa)*

Betrachten wir folgende Grenzfélle: ga < 1, das heifit: cos(qa) = 1 — 5~

1. ga < w? qa~0

w? [w?Mm — 2¢(M +m)] =0

=w; =0
2¢(M +m)
Swy=——"
“a m - M
B 2c
_mred
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4.3 Zweiatomare lineare Kette

2aw=0,1—cos(qa) =0=¢=0

w0 (w? > w?)
—2cw*(M +m) + c*(qa)* =0

2.b

m(qa)z

w2:

Skize () — g-Diagram

Dabei treten fiir ¢ = 0 folgende zwei Fille auf:

1. optischer Ast fiir w = \/%
das heifst, die Atome schwingen gegeneinander und bei ungleicher Ladung
gilt:
e cs gibt ein schwingendes Dipolmoment und
e es treten Wechselwirkungen mit Licht (Optik) auf
2. akustischer Ast fiir w =10

das heift, die Atome schwingen (fast) in Phase und sie verhalten sich wie
bei akustischen Schwingungen

der anderer Grenzfall: ga = 7 = 1+ cos(qa) =0

(2c — Mw?) - (2¢ — mw?) =0

LM
bzw.:
2c
2 _ €
w, -

10.06.08

Skizze 1 vom 10.06.08

Definition. Phononen sind quantenmechanische harmonische Schwingungen die durch
ihre Energie

1
E:<N+2>M2
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4 Dynamik von Kristallgittern

beschrieben werden. Ein Teilchen kann beim Schwingen nur diskrete Energieniveaus an-
nehmen. Genauer gesagt weist die Quantenmechanik nach, dass Teilchen nur vom Nach-
barniveau zu Nachbarniveau springen konnen. Die Energie die es dabei abgibt ist durch

AFE = hS)

bestimmbar. Es treten fiir die Spriinge zwischen den Niveaus nur Absorbtion, Emission
und Streuung auf.

AFE = £hQ2

Skizze 2 vom 10.06.08

Bemerkung. Impuls eines Phonons:
Physikalisch gesehen besitzt eine harmonische Schwingung keinen Impuls, aber die Expe-
rimente zeigen:

ﬁph = hq

Beispiel. Wir betrachten die Streuung von Photonen an Phononen.

Skizze 3 vom 10.06.08

Wir iibertragen die Schwingungen gedanklich auf ein Gitter. Die Streuung an diesem
Gitter ist dann Ak =G

61:7:(7
K—k=q
hk' = hq+ hk,

wobei A hier wie ein Impuls auftritt.

1. Fall Zum Photon k kam ein Phonon hinzu. Das Photon wird nun in die Richtung K
gestreut
= hq beschreibt den Impuls eines Phonons

2. Fall Aus k 15st sich ein Phonon heraus. Dann bewegt sich das Teilchen in Richtung k.
Es ist also, dank der Vektoraddition primér egal, ob ein Phonon hinzukommt oder
sich herauslost. An der Formel dndert sich nichts.

Es gelten die allgemeinen Erhaltungssitze:

K=k+G+q

Dabei ist ¢ das Phonon, das entweder absorbiert oder emmittiert wird. G ist der
Einfluss vom Gitter. Fiir die Energie gilt daher:

E' = E+ hQ

Das Gitter verursacht keine Energieinderung! Es gibt eine kleine relative effektive
Energiednderung durch den Kristall. Diese wird beschrieben mit

. Mo
relativ Teilchen
AEeH. Kristall ™ M, < 1

Kristall
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4.4 p-Atome in der primitiven Zelle

Abb. 4.2: Neutronenstreuspektrometer AGNES in Tokyo

4.4 p-Atome in der primitiven Zelle

e 3p Gleichungen (im 3 dimensionalen Raum)

e 3p Losungen (2(q)) < Phononeniste

1. 3 akustische Aste < dquivalent zum Grenzfall ,Kontinuum®. Sie spalten sich
auf in eine longitudinale und 2 transversale Teile.

2. 3p — 3 optische Aste

Bemerkung. Bei der Verwendung nichtprimtiver Zellen erhalten wir beispielsweise dop-
pelte Zellen die doppelte Anzahl von Losungen. Allerdings sind diese paarweise dquivalent.

4.5 Experimenteller Nachweis durch
Neutronenstreuung

Technisch umgesetzt und nachgewiesen wird der Impuls eines Phonons mit AGNES in
Tokyo. Hierbei werden die Neutronen dhnlich wie Photonen gestreut. Es gilt:

mﬁozmﬁl—i-hé:i:q

_Q
m _ muv

Daraus ldsst sich Q(q) bestimmen.

Siehe hier die Abb. (Seite [49)), Abb. (Seite und Abb. (Seite [p0).

4.6 Thermische Eigenschaften von Phononen

11.06.08
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4 Dynamik von Kristallgittern

Neutron Cold neutron guide tube #3
counters a
10° <28 <130°

Fermi chopper
{ AlGd composii )

Abb. 4.3: Messmethode von AGNES

w
e

E

z e

g *'* RN “ e

210 4 e
] Cady / o=
w % 3 ,,,f’//

0 s | . . L ' s
0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Wave vector [1/A]

Abb. 4.4: Phononendispersionen in TiC gemessen mittels Neutronenstreuung
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4.6 Thermische Figenschaften von Phononen

Cy/Jmol K™
klassisch

SR Experiment

20
15 ” "
Einstein-Modell
10 mit hQ / kg = 1230 K
5
0 —» T/K
0 100 200 400 600 800

Abb. 4.5: Verlauf der spezifischen Warme C,(T). Vergleich von klassischem und
Einstein-Modell mit experimentellen erten fiir Diamanten

4.6.1 Einleitung

Fassen wir die wichtigsten Eigenschaften fiir die Betrachtung thermischer Eigenschaften
nocheinmal kurz zusammen:

1. die spezifische Wérme ist definiert durch C, = (%)Uzconst

2. klassisch betrachtet haben N- Atome 3N- Schwingungsrichtungen (im 3-dimensionalen

Raum).
T

et k _—

v BSChWingung
1 1

= ikrBT(kin) + §kBT(p0t)
U=3NkgT
Cy = 3N]€B

Im Jahre 1819 wurde das Dulong-Petit’sche Gesetz aufgestellt und experimentell fiir
T 2 300K bestitigt. Bei tieferen Temperaturen ist ¢,y ~ 7% Gesetz zu beobachten.

4.6.2 Einsteinsche Modell der spezifischen Warme

Annahme: Die Energie ist dquivalent Schwingung der Frequenz ). Wir betrachten die
Gesamtenergie der Schwingungen, dies ist die Summe der Elementarschwingungen. Wir
betrachten im Potentialtopf das Niveau n,die p,, Schwingnungen enthélt. Die Energie auf
dem n-ten Niveau FE,, ist dann bestimmt iiber

1
B, = hQ -
<”+2>

Die Gesamtenergie ist dann

i 1
Eges = nhQ o
o= D pu b2 (4 5)

n=0

ol



4 Dynamik von Kristallgittern

1. im thermischen Gleichgewicht gilt die Boltzmann-Verteilung;:

AE hQ
Pnt1 _ e~ kT — ¢ WT
Pn

Insgesamt gibt es 3/N-Schwingungen und damit gilt:

wvziﬁm > po (x po(1+z+ (2)° + (2)° +...)

_ Do
l1—2z
:>p0:3N(1—13)

Fiir die Energie U folgt demnach

U= po(z)" - hQ (n—l— ;)
h$2

=S po (@) - nhQ+ Y po (2)" -

— 19]
=3N b8

2. Nullpunktenergie (fiir C, unwichtig) 3N %

x
1 x
= "=
Gy 2" P
1
U=h3N(1L—zJ - = Q3N +——
(1 56)7‘/ ;1
1
= |U =3NQ—g—
it — 1
Fiir die mittlere Besetzungszahl (n) gilt:
1 . .
(n) = i die sog. Planks-Verteilung
ekt —
ou

Cv:aiT

Skizze 1 vom 11.06.08
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4.6 Thermische Figenschaften von Phononen

a) kKT > hQ
Al
ekt R —
kt
U =3NkT — ¢y = 3Nkp (klassisch)

b) kT < hQ = et > 1

U =3NhQe % — 0
e 2

2
Cy = <k’t> 3]\”{/’36_H

Experimentell erhilt man ~ 73

4.6.3 Debye-Modell der spezifischen Warme

Bemerkung. Wir betrachten nicht mehr nur eine Frequenz, sondern jetzt Schwingungen
mehrere Frequenzen. Der Ubergang sieht also wie folgt aus:

eine Schwingung — mehrere Schwingungen
h$2 h$2
:Z RO L ey, d§2- D(©2)

er — 1 ek —1

Wobei D(€2) die Dichte der Frequenzen ist. Anders ausgedriickt ist es die Anzahl der
Schwingungen pro Frequenzintervall. In der Fachsprache wird dies auch als Zustands-
dichte bezeichnet.

Wir betrachten wieder unsere Kette mit N Atomen im eindimensionialen. L = a(N — 1)
mit a als Abstand zweier benachbarter Atome. Um den Sachverhalt besser zu verstehen
nehmen wir an, dass die Enden festgehalten werden. Diese Randbedingung spielt fiir den
Ubergang N — oo keine wesentliche Rolle. Beschreibe q; = % den ersten Schwingungsfall,
also den Fall, dass nur ein Bauch zwischen den Enden vorhanden ist. Dann beschreibt
G2 = % den Fall, das zwischen den Enden genau eine ganze Welle ,passt®. Allgemein ist
also ¢, = % Betrachten wir als Beispiel eine Kette mit 6 Atomen. Dann ist bei ¢; das
Maximum @y, erreicht, da jedes Atom auf der Kurve liegt. Es gilt:

q5 — {max

Qmax - Q0
Qmax = (N - 1)
(n—Dmr 7w
a L o

Gmaz 1iegt am Rande der Brillouinzone.

17.06.08
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4 Dynamik von Kristallgittern

Eigenschaften bzw. Freiheitsgrade:
e Eindimensioinal: 1 Schwingung pro Atom
e Dreidimensional: 3 Schwingungen pro Atom

e Schwingungen dquidistant im ¢ Raum

21
qk+1 — gk = f

e ) wird von der Dispersionrelationen bestimmt (diese sind im allgemeinen nicht
dquidistant)

Anzahl der Frequenzen pro Intervall AQ

L AQ L AQ
2. ZAg- 2 2L 2 DIO)AQ
2w A0 T 7 (@) (&)

q

fiir 2 dimensionale Betrachtungen geht man analog vor.

Trégt man ¢, gegen ¢, auf, so erhdlt man ein Gitter. Der Abstand der Punkte ist dabei
2% Mit |g| wird ein Kreis in diesem Gitter beschrieben. Wir konstruieren einen weiteren

Kreis, diesmal mit |¢ — Ag|. Des weiteren ist die Fliche Pro Punkt (2%)2 Damit werden
die Anzahl der Zusténde zwischen |¢| und |¢ + Ag| beschrieben.

Skizze 1 vom 17.06.08

D(g)Aq = (7 (g + Ag)* — 7¢%)" - <L>2

L\? L\? dQ
- (gr) = (5) o

— D(Q)dQ

Im 3-Dimensionalen ist es das Volumen pro Zustand (Schwingung) (2%)3 Die Flache
einer Schale ist 47¢® und das Volumen betrigt 4mq¢>Aq.

Die Zustandsdichte ist:

2 L °
D()Ag = 4ng*Ag [ —
(q)Aq = 4mq q(%)

_ Vo ae,
212 v,
= D(Q)d
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4.6 Thermische Figenschaften von Phononen

4.6.4 Debye-Modell (Fortsetzung)
Annahme: Wir haben nur akustische Phononen.

s

U= g = const, Q0 = csehang

Vo2

D(Q) = consty -¢°> = const Q% = — . —
() 14 or2 3

Skizze 2 vom 17.06.08

Betrachten wir an dieser Stelle Abb. auf Seite (6]

Anzahl der Zustande:
/ " D(Q)dQ = 3N
0

Debye:

Qo
/ 02 const dQ) = 3N
0

const

3 Q3 =3N
= const = %
-0
Q
-\ R L T

= o
QSD 0 elrir — 1

Skizze 3 vom 17.06.08

(o7)
“=\or),

hQlp = kTp — Debye-Temperatur

Betrachten wir nun die verschiedenen Falle der Kurve U:

1. iQp < kT
9N oo 9 .
U ~ e / kTQd) = 3NET klassischer Grenzfall
7 Jo

2. iQp > kT

9N oo hQ)

U~ v / 02d
Q?)D 0 6% _

%)



4 Dynamik von Kristallgittern

4 D{Ly)

genaue Rechnung /|

1]

Abb. 4.6: Zustandsdichte und Debyesche Grenzfrequenzen im Debye-Modell fiir

NaCl, verglichen mit dem aus gemessenen Kraftkonstanten berechneten Verlauf
von D().

Betrachten wir den Ubergang:

h$2
— =
KT
Damit folgt:
SRR W
QB Jo —1(kT)?> kT
IN (KT)* oo 2° w2 "
TR /0 er— 1715
cy ~ T3

4.7 Die Warmeleitung von Isolatoren

Der Warmetransport allgemein wird durch ,,7“ beschrieben. Dabei ist 7 wie folgt definiert:

dT
4t
J dx
Nach der Gastheorie ist K die Warmeleitzahl, c, die spezifische Wirme, v die mitt-
lere Teilchengeschwindigkeit und [ die mittlere freie Wegléange, damit ergibt sich:

K = 1cvvl
3

1. bei hoher Temperatur ist ¢, ~ const.

1 1

L Anzahl der Phononen ~ T
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4.7 Die Warmeleitung von Isolatoren

2. bei tiefen Temperaturen ist ¢ ~ T2 (Debye) und [ ~ dicke der Probe.

= K~T3

Skizze 4 vom 17.06.08

Typische Werte sind:
e Saphir (AlO3): K(30K) ~ 2002
e Kupfer (Cu): K(30K) ~ 1002
Es gilt: .
h+@p=43p+G
mit G =+ 0 = Umklappprozesse. Sie sind verantwortlich fiir endliche Werte der Wiir-
meleitzahl.
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5 Elektronen im Festkorper

24.06.08

5.1 Das freie Elektronengas

5.1.1 Elektronische Energieniveaus im Eindimensionalen

Definition. Schrédinger-Gleichung im Eindimensionalen (mit freien Elektronen):

Skizze 1 vom 24.06.08

o d%ey

- .= — F.

2m dx2+v(m)w 4
o A%
_%'@_Ew

Die allgemeinen Losungen sind hier:

U, = A, sink, - x

™

h2 k> h? /N2
E,=—n"=_ (=) n?
) 2m 2m<L)n

mit A = % folgt dann:

h? n \2
T 2m <ﬁ)
Beim Auffiillen des Potentialtopfes muss das Pauli-Prinzip beachtet werden. Das Pauli-
Prinzip besagt, dass es 2 Elektronen pro Niveau geben darf. Bei N Elektronen heift das,

dass wir n = & Niveaus haben (wobei immer auf ganze Zahlen aufgerundet wird). Zu
beachten ist auch, dass T' = 0 ist.

h? [ N\?
Eo = o (4L> Fermi-Energie
m

o

Beispiel: Eindimensionaler Kristall mit 1 ;*—, und a =A

18
Ep= () ~ 96V ~ 10°K (1)

" 2m \da
E
Tp = k—F > 300K entartetes Elektronengas
B
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5.1 Das freie Elektronengas

Dies ist ein rein quantenmechanischer Effekt, der nur Elektronen betrifft, da ihre Masse
so gering ist.

Skizze 2 vom 24.06.08

5.1.2 Zustandsdichten im 3 Dimensionalen

Anzahl der Zustande bis

Zustandsdichte dn = D(F)-d FE

dn 2L [m 1
_D E = — = — _— —
E) =35~ Vg~ VB
Zustandsdichte im Dreidimensionalen
h? [ 0? 0? 0?
v Z L lw=E.
2m | 0x? * oy? * 0z? v 4
Y =A-sink,-x-sink, -ysink, -z

m_%%

ky =7,

k.= 7.
R k) = B = 1R

Volumen pro Zustand (Zustand)

21\ 3
- (%)
5.1.3 Fermi-Dirac Verteilungsfunktion

Stellt man die k,, k, und £, dreidimensional dar, dann erhélt man ein Raumgitter, wobei
die Gitterpunkte immer die Koordinaten P, ;; = (%, %, l%) mit ¢, j,] € Z haben. Man
kann in dieses Koordinatensystem konzentrische Kugeln mit Mittelpunkt im Koordina-
tenursprung einbeschreiben. Diese Kugeln bezeichnet man als Fermi-Kugeln. Es fehtl

das Bild einer Fermi-Kugel mit dem Bereich der verbotenen Stofipartnern.

Das Kugelvolumen im k-Raum betrigt hierbei bis zur Energie £
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5 Elektronen im Festkérper

Damit erhalt man fiir die Anzahl der Zustinde:
g Ve _Lal? <2mE>§
v 6 73 h

v <2mE)3
©6m2 \ R2

dZ V /2m\: .
DIE)=—"2=_(22) .E3:|~VE
=D qE 37T<h> |~ VE

~—

Skizze 4 vom 24.06.08

3
N V. /2mEr\ 2
J(Ep)= — = — | ——
(Er) 2 672 < h? )
2 ph2
Beispiel. Natrium Na:
1
e=2,5-10%—
cm

Ep ~3eV ~3-10°K

25.06.08

5.1.4 Spezifische Warme

U(T):[)OOE~f(E)~D(E)dE

U(T:O):/EFE-D(E)dE

kT NET?
T)-U0) ~N— kT =
U(T) = U(0) ~ N —

wobei N - ET der Anzahl der angeregten Elektronen entspricht und k7" der Energiezuwachs
ist. Klassisch Betrachtet wire der Wert N - 1 zu erwarten, mit anderen Worten, dass alle
Elektronen angeregt werden.

ou T
Oel — aiT — 2NkBTF

Skizze 1 vom 25.06.08
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5.1 Das freie Elektronengas

Eine genaue Rechnung liefert (7' < TF) ¢ = ’T—;NkB%
Cel = ’}/T
Das Experiment zeigt, wenn man Elektronen und Gitter betrachtet:

C =~T + AT? (T ~0)

g =y + A1

1 N m(thermisch, eff) _ Yeap

Meft Me Yo

Tp ~

5.1.5 Elektrische Leitfahigkeit
Klassische Herleitung nach dem Drude-Modell.

( .
. E -Gleichst
AF|E(T) 0 eichstrom
Eye*™t  Wechselstrom
Y (T+AY) =D Av
dA ,
mE2Y — o Bt
dt
Vernachléssigt man die Streuung, folgt
AU — € . eflwt dt — 6' . ezwt
m —iwm
. 2 .
j=e-n-Av= n. N
—iwm
= oEe™!
Fiir einen Supraleiter muss demnach
ne? 1
=lo=—+ —
m  —iw
Mit Streuung ist dann:
e =e .
e — Phonon}smﬁe
dA ,
dtv + ?Av = eEe_“-Jt
Apy=A-e ™
(—mz’w + @> Aem™ =¢. F. et
T
‘B ,
AU — eim . e—zwt
—mww + =
neAv ne?
=0 = =

Et)  (L—iw)

61



5 Elektronen im Festkérper

Im Fall von Gleichstrom, also w = 0 gilt:

1 ne?
og—=— = —T
o m

Bei Wechselstrom, Absorbtion wird durch den Realteil gegeben: Re(o) = oy

7L€2

— m
1+ w?r?
0o

1+ w22

Skizze 3 und 4 vom 25.06.08

Quantenmechanische Rechnung liefert

FeA
Ag = 2B
m
Fedt = f-dt
= hdk
ne?
=>0=—'T
m

5.1.5.1 Hall-Effekt

SkiZZG 5 VOII 25 0608 Ohne Magnetfeld:

f:U-E:—TE:neﬁ

im Leiter wandern die Elektronen durch die Kraft ﬁm nach oben, bzw. nach unten, sodass
sich im Leiter selbst ein weiteres elektrisches Feld einstellt,

. - JxB
e Ey=F,="

n

wir Definieren den Hall-Widerstand
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5.2 Elektronen im periodischen Potential

Abb. 5.1: Aufbau und Wirkungsweise einer Hall-Sonde

Dies ist eine Methode um die Elektronendichte zu messen. Typische Werte in Metallen
sind:

le” ~ 1022L

(5 1&)3 cm?

Experimentelle Konfiguration siehe Abb. auf Seite [63] Dort ist die Hall-Sonde ang-
bebildet. Mit ihr kann man die Stérke von Magnetfeldern bestimmen.

5.2 Elektronen im periodischen Potential

5.2.1 Einleitung
Annahmen die man frither getroffen hat:
1. Es finden keine Wechselwirkungen zwischen den Elektronen statt
2. Es werden Kastenpotentiale betrachtet
Das Modell kann die
o Leitfahigkeit
e spezifische Warme
e thermische Leitfihigkeit und
e den Hall-Effekt
zwar erklaren, allerdings versagt es bei der Bestimmung der
o effektiven Masse
e positiven Hall-Konstanten

e Unterschieden zwischen Metallen, Halbleitern und Isolatoren
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5 Elektronen im Festkérper

5.2.2 Elektronen im periodischen Potential (Blochsches Theorem)
01.07.08

Man 16st die Schrodinger-Gleichung fiir ein Elektron unter der Annahme, dass V (7) pe-
riodisch ist:

H(7) = E(7)
h2
| v = v
(F) = V<F+ FTL)y Fn = nlal + n262 + n3(i'3
neN

V (7) ist periodisch, das heikt |1(7)|* (also die Elektronendichte) ist ebenfalls periodisch.

Im Eindimensionalen gilt:
(@ +a)* = [e@),

wobeil a die Gitterkonstante ist

Der allgemeinere Ansatz

(mit & als Wellenvektor mit 7= hk) mit n(Z) = n(Z + @) und ¢'*¥ als Phasenfaktor.
Dies ist analog der ebenen Welle A - ¢+

5.2.2.1 Blochsches Theorem

Die Losung der Ein-Teilchen-Schrédinger-Gleichung (SGL) mit periodischerm Poten-
tial kann als ebene Welle

V() = ug(7) - "
mit gitterperiodischen Modulationsfaktor Uy (7) beschrieben werden.

Skizze 1 vom 01.07.08

Beispiel.

e getrennte Atome:

Uk(z) =) _ Atomwellenfunktionen
E=0
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5.2 Elektronen im periodischen Potential

e freie Elektronen:

U =~ const

¢ ~ eiEF

Bemerkung. Die Forderung der Gitterperiodizitit hat konsequenzen fiir die Energie-
eigenwerte der Blochzustédnde:

im Eindimensionalen:

2 ;
E<k+7r>:E(k):E<k:+n-7r>, neN
a

a

Wir betrachten den reziproken Raum. Man erhélt (wenn man E(k) gegen k auftrigt)
Parabeln, die lediglich um 2n - 2% verschoben zueinander sind (wobei z € Z).

Skizze 2 vom 01.07.08

Die Periodizitdt von E(k) im k-Raum erlaubt es, simtliche Betrachtungen auf die erste
Brillon-Zone (BZ) zu reduzieren. Absorbtion der Photonen durch Elektronen: Es gilt die
Energieerhaltung. Es ist demnach:

Wey = Wy + Wy
Des weietren gilt wegen der Impulserhaltung:

key = K+ kpn = kg

5.2.3 Naherung fiir quasifreie Elektronen

Gegeben ist ein periodisches Potential das langsam angeschaltet wird. Die Energiereigen-
werte entarten am Zonenrand (k: = :I:%); aus der Superposition der beiden Wellen folgt
die Bragg-Streuung. Es kommt zur herausbildung einer stehenden Welle in der Form:

Tz _iTF ™

Py =e'd" + e 'a’ ~ cos (:x)
a

= Tz . ™

Yo =e'a’ —e'a¥ ~sin (:x)
a

mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

T
pi ~ |94 ]* ~ cos® (—x)

a
p- ~ - ~sin? (Za)
a

Skizze 3 vom 01.08.08
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5 Elektronen im Festkérper

p+(x) hat eine hohe Dichte am Ort der Riimpfe und demzufolge eine niedrigere (pot)
Energie

p—(x) hat eine hohe Dichte zwischen den Riimpfen und damit also eine héhere (pot)
Energie

Skizze 4 vom 01.07.08

Was fillt bei der Betrachtung der Funktionen auf?
e Es kommt zur Abweichung von der Parabelform am Zonenrand

o weiter gibt es eine Bandaufspaltung: Es gibt also energetisch ,erlaubte* und
,werbotene* Bereiche

o die Grofe der Bandaufspaltung hangt von der Stirke des Potentials ab

e reduziert man das Zonenschema, gilt:

alle Bander liegen in der ersten BZ

e fiir das periodische Zonenschema gilt:

alle Bénder liegen in allen Zonen

e und beim erweiterten Zonenschema:

1., 2., 3.,...Band in 1., 2., 3., ... Brillouin-Zone

Skizze 5 vom 01.07.08

5.2.4 Nadherung fiir stark gebundene Elektronen
08.07.08

Skizze 1 vom 08.07.08

Wir betrachten hier zwei Potentialtopfe (¢, und ¢2). Innerhalb des Topfes schwingt das
Elektron cosinusformig. Auferhalb steigt bzw féllt die Energie mit exp (fa). Betrachtet
man N- Atome so erhdlt man N Energieen und damit auch N-Losungen. Die Gesamtlo-
sung ist ¢ + o bzw. @1 — ©s.

Bemerkung. Die Binder sind energetisch umso breiter, je stirker der Uberlapp zwischen
den Wellenfunktionen benachbarter Atome ist

(a) tiefer liegende Niveaus liefern schmalere Bénder

(b) hoher liegende Niveaus (Valenzelektronen) fiihren zu breiteren Béndern

16.07.08
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5.3 Elektronische Figenschaften fester Stoffe

Abb. 5.2: Aufbau der Messaparatur zur Photoemissionsspektroskopie

5.2.5 Photoelektronenspektroskopie

Bemerkung. Erginzung zu 5.2.5.3. Photoelektronenspektroskopie

5.3 Elektronische Eigenschaften fester Stoffe

(a) Metalle,
Bei Metallen ist das Leitungsband ungefahr halb gefiillt

Skizze 2 vom 08.07.08

der spezifische elektrische Widerstand ist

1 <n62 >_1
Q = — = —T
o m
(b) Halbleiter
nicht dotierte Halbleiter:
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5 Elektronen im Festkérper

Ekm PES-Spektrum

: ------ Valenzband

} Festkorper P ---r-- Rumpf-

-+ Intensitat

Valenzband
(metallisch)

Rumpfniveau 1

Rumpfniveau 2
» DOS

Abb. 5.3: Darstellung des PES Spektrum

XPS-Spektrum von Magnetit (Fe,O,)

O1s

Fe2s Eap

Intensitat (bel. Einheiten)

OAuger /
Fe3p
FeAuger '~ '

FEPIPE I PP PP NPT EPIPIP EPPUPIT FUPAPIP I PO EPUPPRN|
-900 -800 -700 -600 -500 -400 -300 -200 -100 O

Bindungsenergie (eV)

Abb. 5.4: XPS-Spektrum von Magnetit (Fe;0,)
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5.3 Elektronische Figenschaften fester Stoffe

Abb. 5.5: Fermi-Fliche fiir Kupfer

Abb. 5.6: Fermi-Fliche von Aluminium
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5 Elektronen im Festkérper

Das Leitungsband ist nur sehr gering gefiillt. Die Energie, die ein Elektron
aufbringen muss, um vom Valenzband in das Leitungsband zu springen ist etwa im
Bereich von AE = 0,5eV. n, ist die Anzahl der Elektronen im Leitungsband, ny
entspricht der Anzahl der ,Locher im Valenzband.

_AE
neznhwe 2T

Skizze 3 vom 08.07.08

(c) Isolatoren

Skizze 4 vom 08.07.08

Im Prinzip ist der Aufbau dhnlich wie beim Halbleiter, allerdings mit dem we-
sentlichen Unterschied, dass die Energiedifferenz zwischen Leitungsband und Va-

lenzband AE > 3eV betragt.

Es gibt aufserdem eine sogenannte Hiipfleitfahigkeit, das heifst, dass ange-
regte schwingende Elektronen irgendwann mit einer endlichen Wahrscheinlichkeit
diese Energiedifferenz AFE iiberwinden kénnen.

70



6 Halbleiter

6.1 Charakteristische Eigenschaften
o 107%Qcem < 0 < 102Qem
e o ist stark Temperaturabhingig

e T =0 = Halbleiter wird zum Isolator (0 = o)

6.2 Beispiele

o Si — Ge ITI-V-Halbleiter sind:
Si, Ge, GaAs, InP

e II-IV-Halbleiter C'dSe, ZnS- Zinkblende-Struktur
Diamantstruktur: fcc und o—o (Basis)

Zinkblende-Struktur: fcc und o— (Basis)

6.3 Bandstrukturen

(zunédchst sei T = 0)

Sklzze 5 vom 08.05.08

Zwischen Leitungsbandminimum und Valenzbandmaximum liegt das verbotente Band.
Das verbotene Band hat eine Energiedifferenz von 0,3eV — 3eV .

Direkte Liicke

Das heift, das Minimum des Leitungsbandes liegt direkt iber dem Maximum des Valenz-
bandes. Kommen Lichtphotonen mit der Energie E' = hck so kénnen die Elektronen die
Energieliicke Fy = hw,, iiberwinden.

indirekte Lucke

Hier findet der Impulsiibertrag durch Phononen statt, dabei gilt:

< hQ) < hw ) .
~~ ~~~
Phonon Photon

09.07.08
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6 Halbleiter

6.3.1 Das Lochkonzept

Definition. Ldcher sind unbesetzte Zustédnde im Valenzband. Im folgenden werden Elek-
tronen mit e~ und Locher mit ,h* (,hole) bezeichnet.

1. eine fehlende negative Ladungen erscheint als positive Ladung q(h) = +e.

Skizze 1 vom 09.07.08

2. ein tieferliegendes Loch hat eine héhere Energie

Skizze 2 vom 09.07.08

Ey(k) = —E.(k) Im Valenzband
3. v =y

4. my = —me; me(VB) <0, = my, > 0.

Skizze 3 vom 09.07.08

Konzept der effektiven Masse:

27.2
E:hk
2m
2 k’ 2
HM—E():E
2m
27.2
E = + Ak + B
2m
N _1_d2E-1
T e e

Dies gilt auch fiir Metalle.
Fiir Halbleiter gilt:

m(typ); 0,02 bis 1m,

m; (typ); 0,1 bis 1m,
wobei m* die effektive Masse und m, die Ruhemasse my ist.

5. aus 3. und 4. folgt: pp, = —pe(V B); ky, = —ke

Bemerkung. Erginzung zu Kapitel 5.2.2.1. Interbandanregung — 2 Zyklotronresonanz.

Die klassische Betrachtung liefert: SkiZZG 8 VOII 15 . 07 08
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6.4 Ideal und Realhalbleiter

2
v
m— = qeB
r
v
m— = mw, = qB
r

_ 4B

*

= We

Resonanz tritt fiir den Fall w = w,. auf. Damit kann man die effektive Masse bestimmen.

Betrachtet man das ganze Quantenmechanisch

dk _
ha = —e’l_fg X B
= —erE x B

Dies beschreibt die Bewegung entlang der Fliche mit konstanter Energie. Die geschlosse-
nen Bahnen liegen auf der Fermi-Flache

6.4 ldeal und Realhalbleiter

... unbedeutend

6.5 Eigenleitung (ohne Dotierung und Storstellen)

Ne = Ny,
Treffen wir folgende Annahme:
E, > kT
(L—E)

= fom T

das ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Niveau im Leitungsband besetzt ist. Dies gilt
fiir f < 1, p ist erstmal eine Unbekannte.

Skizze 4 vom 09.07.08

Das Leitungsband, oder auch LB entspricht ungefahr den freien Elektronen. Es gilt:

212
E:EC—FQ
2m
1 /2m\? f
D)= 55 () (- R

D(E) ist pro Volumeneiheit. Es hat 2 Spinnrichtungen.

73



6 Halbleiter

e Konzentration von Elektronen im Leitungsband

Skizze 5 vom 09.07.08

n= /T D(E)- f(E) - dE

~——
Leitungsband

1 2m€% S 1 _E
( ) .ekT./ (E—Ee)2~€ w7 . dE.

"o h? Ee
EF—-FE,
:‘H :4
1 2me-/<:Tg p=Be [ 1 _
:27-(-2<h2> .e kTA a? -e Y da
mekT% (u—Be)
An_2.<27]’h2> .e(kT>

e Berechnung der Locherkonzentration

Skizze 6 vom 09.07.08

fh =1- fe
Das Loch wird also als fehlendes Elektron bewertet
1
h=1-——5—
1+ e#m
E—pn
e kT
B 1+ e%

E—p
fhmeF T K1
Rechnung dhnlich wie oben

3
mh N k N T 2 (Ey—p)
:}Ap:nh:2<2ﬂ_h2> .e kT

= n - p hingt nicht von p ab. Die entstandene Energieliicke wird beschrieben
durch:

E,=E.— B,

Die folgende Formel gilt immer:

ET \3

Skizze 7 vom 09.07.08

Wir nehmen an, dass p = %' ynd weiter, dass n = p Eigenleitung bzw. am
wenigsten Leitung.

Eq

. eFT

[
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6.6 Ladungstrigerkonzentration dotierter Halbleiter

Eigenleitung
o (KL \? ( )i et
n ey . _— <M. - 4 . (& 2kT
i Di 27Th2 e h
:m
3 p—Ec 3 Ey—p
N =Dp;, =mé -e T =mj -e T
2p (mh)g Ec+Ey
erT = e kT
me

1
p=(E.+E)- 5+ Zlen (mh>

mit der Nullenergie bei F, (am einfachsten F, = 0)
1
= o :EEg

Skizze 8 vom 09.07.08

6.6 Ladungstragerkonzentration dotierter Halbleiter

Definition. Dotierung:
Die Einfiihrung von Fremdatomen mit einer anderen Valenz bezeichnet man als Dotie-
rung.

Beispiel. As(V) in Si(IV) [Sprich: 5-wertiges Arsen wird in 4-wertiges Silizium einge-
bracht.|

Skizze 1 vom 15.07.08

Betrachten wir die Ndherung fiir Wasserstoffatome:

1 *
E, = —13,6eV —— - <
n2e? m,
Si:m; ~0,3m, e~ 12
= F; = —28meV ~ 50K
rn=1n(H) €- mi,
r1 & 2nm ~ 4 Gitterkonstanten

Dies ist hier der Donator. 3-wertige Atome dienen dazu, Elektronen einzufangen. Das
chemische Element, das dies tut, nennt man Akzeptor. Betrachtet man wieder das Bild
mit Leitungsband und Valenzband eines dotierten Halbleiters, so stellt man fest, dass der
Donator durch seine freien Elektronen die Fermi-Energie energetisch nach oben ver-
schiebt. Der Aktzeptor verschiebt die Fermi-Energie energetisch nach unten. Dotierung
von Halbleitern fiihrt also zu einer hoheren Dichte der freien Ladungstriger bzw.+’ zu
einer hoheren Empfindlichkeit auf dufsere Energiequellen.
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6 Halbleiter

Skizze 2 vom 15.07.08

/- %R
Ne =~ —E5,—m ~ €
e kT +1
Na _Ep
n” ~ 7#*5',4 ~ e kT
e w4+ 1

Bemerkung. Typische Werte sind, (wenn wir nur Donatoren betrachten):

Np ~ 10%em !
T = 300K
Ep — o~ 20meV

1
= ne~2-10°—
cm
Die Eigenleitung ohne Dotierung wire in diesem Beispiel ~ 106077%3 (B, ~ 1eV)
Beweglichkeit
p="4
j.:nev '}:>a:neeﬂ
j=0k p= =T
o= %27)'

6.7 p-n-Ubergang im Gleichgewicht
Skizze 3 und 4 vom 15.07.08

Unmittelbar nach dem Kontakt befindet sich die Kontaktstelle nocht nicht im Gleichge-
wicht der Energieniveaus. Dann setzt eine Diffussion der e ein bis sich ein Gleichgewicht
der Energie gebildet hat. Es wandern die Elektronen zu den ,LLochern”, dadurch entsteht
eine Grenzspannung und eine Grenzladung.

Skizze 5 vom 15.07.08

Es findet eine Veschiebung der Energie um A = Up - e statt. Damit ist eine weitere
Diffussion unterbunden.

’Im Gleichgewichtsfall ist  iiberall konstant

Bemerkung. Zur Vereinfachung sei im Folgenden % =F.
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6.7 p-n-Ubergang im Gleichgewicht

Bereich 1(p):

—FE. E,—
nlzno,eﬂ c’ plzpo_evﬂ

Bereich 2(n)

= ng - eM—EC—i-A’ Ey—pu+A

na P2 =DPo-¢€

Anmerkung:

_Eg
Ny -pr="mn2-P2="MNg-Po-€ *
no P1

ni b2

e U=A=kTh 2 =TI
ny P2

6.7.1 p-n-Ubergang im Nichtgleichgewicht

Skizze 6 vom 15.07.08

Definition. Betrachten wir den Stromfluss durch den Halbleiter:

1

ges:[:[r_[G

Dabei ist [, der Rekombinationsstrom und I, der Generationsstrom, der durch die
thermische Anregung der Ladungstriger erzeugt wird.

Es gilt:
I =~ const(U) = 1,(0)
L(U) = i,(0) - e 7
Ua=0 =71=0
eUg
Ua #0 =1 =1,(0) (" — 1)
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