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Aquivalent hierzu ist die DGL

23y + 2%y —axy' +y=0 Euler’sche DGL.
Wir substituieren u(t) := y(e') bzw. y(x) = u(logz) und formulieren die DGL hiermit um zu

. 1 2 (. 1 1.
u(logz) — x | u(log z) - - + 22° | Z(logx) - ol Fu(loga:)
s (i L2 1.1 L B
+ z°( U(logzx) - o i Eu( ogx) — Eu( ogx) + 2;1;( ogz)| =0,

oder vereinfacht

Vier  u(t) — alt) — i(t) + i (t) = 0.

Das charakteristische Polynom dieser linearen DGL lautet x(A\) = A3 —A2—\+1 und besitzt die
Nullstelle \; = 1, woraus es sich vermége Polynomdivision in der Form x(\) = (A—1)?(A+1)
faktorisieren lédsst. Also ist

{t el tste!, tse '}

ein Fundamentalsystem der substituierten Gleichung und
1
{z— 2z, z—zxloge, x— —}
x

ein Fundamentalsystem der urspriinglichen Gleichung.

Das charakteristische Polynom lautet hier x(A) = A* 4+ 1 und besitzt die Nullstellen

o 2km 2k +1 2k +1
A = € e :COS%+i'SiH%.

Also ist

ein komplexes und

z xr o, X _ =z xr _=z X
{evz cos —, ev2sin—, e~ V2 cos —, e V2 sin —, }

V2 V2’ V2 V2
ein reelles Fundamentalsystem.

Man erriit leicht in 2 € R — y;(2) = x eine Losung dieser DGL. Fiir eine zweite, von y; linear
unabhiingige Losung machen wir den Ansatz z — y2(z) = z - z(z). Es muss also gelten

v-2"(2) +22(2) +x(x-2'(x) + 2(x) —22(2) =0 & x-2"(2)+(2?+2)2(x) =0,
was sich fiir x > 0 oder x < 0 explizit formuliert zu

2 2
2(x) = _rr2 2'(z) oder mit w(z) = 2'(x) zu w'(x) = _rr2 w(x)
x x




M

x

= . Folglich kénnen wir fiir z +— yo(x)

mit einer Losung = +— w(x) = e~ Jat2dr _ %ze
jeweils auf R~ bzw. RT wihlen

1 2 1 +2
xERnyg(x):x/ —e 7% bzw, .Z’G]RJrr—)yQ(x):z/ t_26*7dt_
- 1

Wir miissen noch zeigen, dass sich y2 zu einer stetig differenzierbaren Funktion auf ganz R
fortsetzen lédsst: Wegen

>

x

li I’'Hospital li 1_126 e 1
z%yg(l‘) - ILO 7% -
T
und
x 1 t2 1 mz x d 1 t2 1 mz
li 4 = I —e T dt+ —e 7| = i —(==)e T dt + —e T
Jmvle) =l [/_1 R ] s [/_1 al e T e }
* t2 1
= lim —e 2 dt + e 2
x—0 1
sowie
Tl e 1 .2 a1, e 1 .2
. / _ . - -5 oo _ . Rl _ 1 s
Jm, o (@) o [/1 po Tt e } g, M al)e Tt e ]
xT 2 1
= lim e~ Tdt + e 7 = lim T
Ty ) + e ya(x)

ist yo € C*(R) und damit auch y» € C%(R), wobei y> aus Stetigkeitsgriinden die DGL auch
im Ursprung 16st.



