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50.) ,,=¢ Ist f L-integrierbar iiber B, so sind definitionsgem&8 fi und f_ integrierbar iiber B. Nach
Satz 7.5.4 sind dann f; und f_ L-integrierbar iiber jeder Menge Bj mit

/Ber(x) dx = ; . f4(z)dx und /Bf, (x)dx = l; . f-(z)dx

Wegen Aufgabe 48a.) (bzw. Skript) ist auch |f| integrierbar auf By und wegen |f| = fy + f—

ist
Z/B Idx—Z/ (f4(2) + f( dm—z dx—l—z x)dz < oo.

,<* Ist f integrierbar iiber jeder Menge By und konvergiert Y ;- ka |f(z)] dz, so ist wegen der
Monotonie des L-Integrals und dem Majorantenkriterium

Z f+ Ydx < Z/ x)|dxr < oo und ebenso Z x)dr < 0.

Nach Satz 7.5.4 existieren dann

/B f-(z)dz  und /B folz) da

und f ist nach Definition integrierbar {iber B.
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Es ist

/Bf(x) dx

51.) Wir zeigen zunéchst das folgende Lemma: Es sei A C R™ und f : A — R"™ global Lipschitz-stetig
auf A mit Lipschitz-Konstanten L > 0. Dann gilt mit einer Konstanten K (L,n) > 0

A(fA]) < K(n,L)A[A].

Beweis: Wir betrachten zunéchst nur den nicht-leeren Schnitt A N W mit einem Wiirfel W C R"™
mit Mittelpunkt zp und Kantenlinge r > 0. Fir x € ANW C ist |f(z) — f(xo)] < L|x — xo].
Wegen

|z —zo| =1/n-— = Z—r



ist also | f(z) — f(xo)] < 4&" fir x € AN W. Folglich ist f[AN W] in der Menge U@Lr(f(zo))

enthalten und mit der Monotonie des dufleren Mafles folgt dann

MfIANW]) < K(n,L) -r™ < K(n,L)- A\[W].

Fiir € > 0 sei nun A C T mit einer abzéhlbaren Wiirfelsumme 7' = |J W, und |T| < AA) + e
j=1
Dann ist mit Hilfe des eben Gezeigten

AFAD = A UWwinAl ] =X w04

j=1 j=1

< SOAW,NA) < K. L)- [T] < K(n.L) - [A] + K(n.L)-c.

woraus wegen der Beliebigkeit von € die Behauptung folgt.

O

Als offene Menge lésst sich U darstellen in der Form U = G Qj mit kompakten Quadern Qj cU,
auf denen wegen f € C'(U) eine globale Lipschitzkonstzir:tle L; existiert. Es sei M; := Q; N M
und damit M = 6 M;. Da fiir alle j € IN die Menge M ebenfalls Nullmenge ist, gilt nach dem
Vorangegangenenjfelmma

Af[M) < K(n,Lj)- A(Mj) = 0.
Also ist f[M;] Nullmenge und folglich auch

oo

fIM) = f M| = Uf[Mj]

i1

als eine abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen.



