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Lésungshinweise
9 -5 =3
17.) Essei A:= [ 14 —8 —5]. Das charakteristische Polynom A — x () berechnet sich dann zu
2 -1 0
9—-A -5 -3
xa(h) = 14 —8-X -5 =...= -+t r-1,
2 -1 —-A

Durch Raten erhalten wir eine Nullstelle A\; =1 von x 4. Mittels Polynomdivision errechnen wir
(AN HA=1D) :(A=1) = =AM +1=(1-N(1+N),
so dass wir insgesamt die Faktorisierung
xa(d) = —(A+ 1A -1)?

und daraus die Eigenwerte Ay = 1 sowie Ay = —1 erhalten. Fiir den Eigenraum E_; zum EW
A1 = —1gilt dimker E_; =1 und

10 -5 -3 1
E_ 1 =%ker|14 -7 —5] = span 2
2 -1 1 0

Ferner gilt fiir den Eigenraum F; zum Eigenwert Ao = 1

8 -5 -3 1
Fy =%ker|14 -9 —-5] = span 1 insbesondere also dimker £ = 1 < 2.
2 -1 -1 1

Einen Hauptvektor v zum EW Ay = 1 erhalten wir als Losung des LGS

1 8 -5 -3 1 1
(A-1-E)x= |1 & 14 -9 -5 zo | = [1
1 2 -1 -1 x3 1
Beispielsweise konnen wir wihlen v = (2,3,0)7. Damit erhalten wir eine Darstellung
11 0
J=101 0| =TAT"
0 0 -1
1 2 1
mit der Transformationsmatrix T-'=[1 3 2
1 00

Genau dann ist nun {Y7,Ys,Ys} ein Fundamentalsystem der homogenen DGL y' = Ay, wenn
{TY1,TY>,TY3} ein Fundamentalsystem des transformierten Systems 2z’ = Jz darstellt. (Umgekehrt



ist dann Y; := T1Z; fiir i = 1,2,3.) Wir bestimmen ein Fundamentalsystem zur homogenen
Gleichung 2’ = Jz. Wir schreiben ausfiihrlich

2h = —23, 25=29 und 2y =21+ 22,
woraus wir unmittelbar
z3(x) = c1e™®,  zo(x) = co€”
mit ¢1,ca € R erhalten. Eine homogene Losung der DGL 2] = 21 + 22 = 21 + c2€® erhalten wir

sofort zu 21;hom = c3e”. Etwa durch Variation der Konstanten erhalten wir (nach kurzer Rechnung)
in cox - €* eine spezielle Losung der inhomogenen DGL, also ist z1(z) = cze® 4 cox - €® mit c3 € R
die allgemeine Losung der DGL 2] = 21 + c2e®. Indem wir setzen

1.) ¢1=0,c0=0,c3 =1, 2) ¢1=0,ca=1,c3=0 und 3) c1=1,ca=0,c3=0

erhalten wir drei Losungen

e* re* 0
(Z1((E),ZQ((E),Z§,(.Z’)) = 0 ) e’ ; 0
0 0 e ®

Durch Transformation Y; = T'Z; erhalten wir dann mit

e’ xe® 4 2e* e
Y() = [e* ze”+3e” 277
er ze* 0

eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems y’ = Ay. Eine spezielle Losung Yinn (z) der inho-
mogenen DGL gewinnt man beispielsweise durch die Formel

4e "
Yinn.(v) = Y(x) - /Yﬁl(x)- 9¢~* | dx,
—3e™ 7"
4e*
wobei Y~1(x)- | 9¢7® | die Losung des LGS
—3e™ 7"
e* xe® +2e* e " w1 () de™*
e’ xe® +3e* 2e7" wa(z) | = | 9e®
e’ xe® 0 ws(x) —3e™”
darstellt. Nach kurzer Rechnung erhalten wir diese zu
de™* wi () e™2%(—3 — 2z)
Y7 ha)- [ 9e7® | = [we(z) ]| = 2e~ 2%
—3e~* ws(x) 3
Damit erhalten wir
Je (=3 —2x)dx 72 4 [z %6’2“’ dx
Yion () = Y(x) f2672f’3 dx =Y(x)- —e72®
[ 3dx 3z
(2+x)e 2" 3z
= Y(z)- —e72® =...=¢e¢ *[6z—-1
3x 2

Folglich erhalten wir nach Satz 6.4.3.a die allgemeine Lésung der gegebenen DGL zu

et xe® +2e” e " c1 3z
Y(z) = [e® ze®*+3e® 27| -|ca| +e % [6x—1
e’ ze” 0 c3 2



