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8.) a.) Aus der stetigen Diff’barkeit von g und der Stetigkeit von f folgt

Us(a,y) = f(o,b) + /;gx(x,n)dn wd  Uyle,y) = g(z,y)

fir alle (z,y) € R. Aus der Integrabilititsbedingung f, = g, erhalten wir dann mit dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir (z,y) € R:

Ue(z,y) = f(x,b) +/ fy(zm)dn = f(x,0) + fz,y) — f(z,0) = f(z,y),
b
womit die Behauptung insgesamt gezeigt ist.

b.) Fiir jedes beliebige nichtentartete Rechteck R des R2 mit (a,b) = (0,0) € R ist nach a.) die
Funktion U : R — R, gegeben durch

Y
Ulo) = [ (e 4 om)dy = el = = 142
0

eine Stammfunktion von (f, g)”. Da dies fiir jedes Rechteck R C R? mit (0,0) € R gilt, stellt
somit U eine Stammfunktion von (f,¢)T auf ganz R? dar.

9.) a.) Gegeben ist das Problem

1
y/ — y2 $2
. ~
=:9(y) —f(2)

, Ji:=R%, Jh:=R y(2o0) = yo

also f € C°(J1), g € C%(J2).
Falls g(yo) = 0, also yo = 0, so ist nach Satz 6.2.2 y = 0 eine Losung auf J; = R™.

Falls yo # 0, so besitzt jede in einem Intervall I C R um zo definierte Losung die eindeutige

Gestalt
y(z) = G~1(F(x))
wobei - . ,
Flr) = | = = _ 24+ &
(z) wo 12 T X
und Y1 1 1
G :/ —ds = —+— = G )= L z € GIR\{0})),
=] g =ty ()= 72 (e GRV0))
also o o
= = 1



Die partikulidren Losungen durch die Punkte (xq,yo) mit 29 = yo besitzen damit die Gestalt
y(@) ==

und sind folglich auf ganz J; definiert. Fiir o # yo besitzt die jeweilige Losungskurve einen
Pol bei x = 2% Tn Abhéngigkeit von zg ist also die Losung (1) maximal definiert auf

Yo—xo '

R* falls 220 < 0
Yo—To
]0, Fodo | falls o < 40
Yo—ZTo Yo—xo
_ToYo_ _Toyo_
]yofmo,oo[ falls T < o

Wir miissen noch zeigen, dass im Falle yo = 0 die Lésung y = 0 auch eindeutig bestimmt ist:
2
Lokal ist dies der Fall, denn die Funktion (z,y) — %4 ist stetig differenzierbar auf R* x R,

insbesondere ist sie dort lokal lipschitzstetig, worausmnach Picard-Lindelo6f die lokale Eindeu-

tigkeit folgt, also y = 0 in einer Umgebung von . Insbesondere ist sie auf einem Intervall
konstant. Gébe es eine weitere Losung z durch (zg,0) mit z # 0, so beséfle deren Graph einen
Punkt (z,y) mit y # 0. In diesem Fall wiirde z die Gestalt (1) aufweisen. Diese Funktionen
besitzen jedoch allesamt keine nichttrivialen Intervalle, auf denen sie konstant sind.

Gegeben ist das Problem
Y =gy =1+y

also in der Terminologie von Satz 6.2.2:
f=1,1=R, ;=R = fecC’Jy),gcCh)

Zum Anfangswertpaar (xg,yo) besitzt jede in einem Intervall um zo definierte Losung die
eindeutige Gestalt

mit

F(z):/ dt =z — xg

0

und

vl
G(y) = / T2 ds = Arctan(y) — Arctan(yo) = G~!(2) = tan(z 4 Arctan(yo)) ,
Yo

also folglich
y(z) = tan(x — (xo — Arctan(yp))),

womit das maximale Losungsintervall gegeben ist durch

Jzo — Arctan(yo) — g, T — Arctan(yg) + g[



