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Lösungshinweise

57.) a.) Es ist f(x, y) = yx = ex log y und folglich ∂xf(x, y) = ex log y · log y sowie ∂yf(x, y) = ex log y · x
y
.

Die Tangentialebene von f im Punkt (1, 1) entspricht dem Taylorpolynom T1 |(1,1), gegeben
durch

T1 |(1,1) (x, y) = f(1, 1) + ∂xf(1, 1) · (x − 1) + ∂yf(1, 1) · (y − 1) = 1 + 1(y − 1) = y .

b.) Es ist ∂xxf(x, y) = log2 y ex log y und ∂yyf(x, y) = ex log y · x2

y2 − x
y2 · ex log y sowie

∂xyf(x, y) = ∂yxf(x, y) = ex log y 1

y
+ log y ex log y x

y
,

so dass die Hesse-Matrix in (1, 1) gegeben ist durch

Hf (1, 1) =

(
0 1
1 0

)

.

Somit ist

T2 |(1,1) (x, y) = T1 |(1,1) (x, y) +
1

2
(x − 1, y − 1)

(
0 1
1 0

)(
x − 1
y − 1

)

= y +
1

2
(x − 1, y − 1)T

(
y − 1
x − 1

)

= y +
1

2
((x − 1)(y − 1) + (y − 1)(x − 1)) = 1 − x + xy .

c.) Es ist T1 |(1,1) (1.01, 0.99) = 0.99 und T2 |(1,1) (1.01, 0.99) = 1 − 1.01 + 1.01 · 0.99 = 0.9899.

Ein Taschenrechner liefert für f(1.01, 0.99) = 0.991.01 den Näherungswert 0.9899005.

58.) a.) Als lokale Extrema kommen lediglich höchstens die Punkte (x, y) in Frage mit ∂xf(x, y) =
2x − 2y = 0 und ∂yf(x, y) = 2y − 2x = 0, d.h. alle Punkte (x, x) mit x ∈ �

. Wegen

∂xxf(x, y) = 2 = ∂yyf(x, y) und ∂xyf(x, y) = ∂yxf(x, y) = −2

ist die Hesse-Matrix in diesen Punkten gegeben durch

Hf =

(
2 −2
−2 2

)

.

Diese ist nicht regulär, besitzt also den EW λ = 0 und ist folglich nur semidefinit. Eine
Aussage über das Vorliegen lokaler Extrema in den Punkten (x, x), (x ∈ �

) ist somit mit Hilfe
der Hesse-Matrix nicht möglich. Jedoch wird wegen

f(x, y) = x2 + y2 − 2xy + 1 = (x − y)2 + 1 ≥ 1 (1)

deutlich, dass es sich bei diesen Punkten um absolute (und damit auch um lokale) Minima
handelt. Ebenfalls wird aus (1) ersichtlich, dass es kein absolutes Maximum geben kann (man
wähle (x, y) so, dass f(x, y) ≥ M für eine beliebig vorgegebene Schranke M > 0).



b.) Für ein lokales Extremum in der offenen Menge D muss gelten

∂xf(x, y) = cosx + cos(x + y) = 0 und ∂yf(x, y) = cos y + cos(x + y) = 0 .

Notwendigerweise folgt daraus cosx = cos y und cosx = − cos(x + y). Aufgrund der Injekti-
vität des Cosinus auf ]0, π

2 [ folgt also x = y und ferner cosx = − cos 2x bzw.

x = Arccos(− cos 2x) = π − Arccos(cos 2x) = π − 2x ⇒ x =
π

3
.

Es ist noch zu zeigen, dass
(

π
3 , π

3

)
tatsächlich ein stationärer Punkt ist. Wir bestätigen durch

Einsetzen:

∂xf
(π

3
,
π

3

)

= ∂yf
(π

3
,
π

3

)

= cos
π

3
+ cos

2π

3
= 0 .

Es ist ferner

∂xxf(x, y) = − sinx − sin(x + y), ∂yyf(x, y) = − sin y − sin(x + y)

sowie
∂xyf(x, y) = ∂yxf(x, y) = − sin(x + y) .

Folglich ist die Hesse-Matrix in
(

π
3 , π

3

)
gegeben durch

Hf

(π

3
,
π

3

)

=

(
− sin π

3 − sin 2π
3 − sin 2π

3
− sin 2π

3 − sin π
3 − sin 2π

3

)

= −
(√

3
√

3
2√

3
2

√
3

)

.

Das charakteristische Polynom von −Hf

(
π
3 , π

3

)
ist gegeben durch

χ−Hf (π
3

, π
3 )(λ) = (

√
3 − λ)2 − 3

4
,

woraus sich für die Matrix −Hf

(
π
3 , π

3

)
die Eigenwerte

√
3 +

√
3

2 > 0 und
√

3
2 > 0 ergeben.

Folglich ist Hf

(
π
3 , π

3

)
negativ definit und es liegt in

(
π
3 , π

3

)
ein lokales Maximum vor.

59.) (Man verdeutliche sich die Menge D durch eine kleine Skizze.) Auf der kompakten Menge D besitzt
f sowohl ein absolutes Minimum als auch ein absolutes Maximum. Lägen diese im Inneren von D,
so müsste gelten

∂xf(x, y) = 2x = 0 , ∂yf(x, y) = −2y = 0 ,

so dass hierfür nur der Ursprung als Extremum in Frage kommt. Wegen

∂xxf(x, y) = 2, ∂yyf(x, y) = −2, ∂xyf(x, y) = ∂yxf(x, y) = 0

ist die Hesse-Matrix

Hf (x, y) = Hf (0, 0) =

(
2 0
0 −2

)

indefinit. Somit liegt in (0, 0) kein Extremum vor.

Absolutes Minimum und Maximum müssen also auf dem Rand von D angenommen werden. Der
größte Wert auf dem Rand ∂D und damit auch auf D wird in den Punkten (1, 0) und (−1, 0)
angenommen mit M := max∂D f(x, y) = 1. Das absolute Minimum m = min∂D f(x, y) = −1 von
f auf D wird angenommen in (0, 1) und (0,−1).

60.) Es ist für x ∈ �
n

f(x) =

r∑

i=1

|x − ai|2 =

r∑

i=1

n∑

j=1

(xj − aij)
2 ,

wobei aij die j.te Komponente des Punktes ai bezeichne. Jedes Extremum der unendlich oft diffe-
renzierbaren Fumktion f liegt im Inneren der offenen Menge

� 2. Für einen stationären Punkt ist
es notwendig und hinreichend, dass

∀k=1,...,n 0 = ∂xk
f(x) =

r∑

i=1

n∑

j=1

δjk 2 (xj − aij) = 2

r∑

i=1

(xk − aik) ,



was genau dann der Fall ist, wenn

∀k=1,...,n 0 =

r∑

i=1

(xk − aik) = rxk −
r∑

i=1

aik ⇔ ∀k=1,...,n xk =
1

r

r∑

i=1

aik .

Es gibt also höchstens ein Extremum von f in
� 2. Dass es sich tatsächlich um ein Minimum handelt,

erkennen wir mit Hilfe der Hesse-Matrix. Es ist

∀i,k=1,...,n ∂xi
∂xk

f(x) = 2rδik .

Somit ist die Hesse-Matrix gegeben durch

Hf (x, y) ≡ diag(2r, . . . , 2r)

woraus sich die positive Definitheit ergibt (alle Eigenwerte sind gleich 2r > 0). Nach Kriterium
5.3.2 liegt somit im oben berechneten stationären Punkt

1

r

(
r∑

i=1

ai1, . . . ,

r∑

i=1

ain

)

ein lokales Minimum vor.

61.) Beispielsweise ist

∆ : G → � n, ∆(x) =

{
a + R(x) · x−x̊

|x−x̊|2 für x 6= x̊

a für x = x̊

eine solche Funktion, denn es gilt

f (̊x) + 〈∆(x), x − x̊〉 = f (̊x) + < a, x − x̊ > +

〈
R(x)

|x − x̊|2 x − x̊, x − x̊

〉

= f (̊x) + < a, x − x̊ > + R(x) = f(x)

und

lim
x→x̊

∆(x) = lim
x→x̊








a +
R(x)

|x − x̊|
︸ ︷︷ ︸

→ 0

· x − x̊

|x − x̊|
︸ ︷︷ ︸

beschr.








= a = ∆(̊x) .


