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57.) a.) Esist f(z,y) = y* = e®!°8¥ und folglich 9, f(z,y) = e*1°8¥ -log y sowie 9, f(z,y) = e*1°8¥ . %

Die Tangentialebene von f im Punkt (1,1) entspricht dem Taylorpolynom T} |(171), gegeben
durch

Es ist Ops f(x,y) = log® y €198 und 9y, f(z,y) = e*lo8Yy . 2, ™ - e?1o8Y sowie
x lo, 1 z lo, T
amyf(may) = yzf(may) =€ gyg + logye gyg,

so dass die Hesse-Matrix in (1,1) gegeben ist durch

Hi(1,1) = (‘1) (1)) .

Somit ist
1 0 1 rz—1
Ty |(171) (l‘,y) = T |(1,1) (x,y) + 5(,%— Ly - 1) (1 0> <y 1)
B 1 r{y—1
= y+§(3€—17y_1) (zl)

=yt 3 (E-DE-DH+E-DE-1) =1-z+ay,

Es ist Ty | (1 1) (1.01,0.99) = 0.99 und T3 |4 4, (1.01,0.99) = 1 —1.01+1.01-0.99 = 0.9899.
Ein Taschenrechner liefert fiir £(1.01,0.99) = 0.99!-%1 den Niherungswert 0.9899005.

Als lokale Extrema kommen lediglich héchstens die Punkte (z,y) in Frage mit 0, f(x,y) =
20 — 2y =0 und 0, f(z,y) = 2y — 2z = 0, d.h. alle Punkte (z,z) mit € R. Wegen

azzf(zay) =2= ayyf(xvy) und amyf(xvy) = ymf(xvy) = -2

ist die Hesse-Matrix in diesen Punkten gegeben durch

2 =2
w3 2.

Diese ist nicht regulér, besitzt also den EW A = 0 und ist folglich nur semidefinit. Eine
Aussage iiber das Vorliegen lokaler Extrema in den Punkten (z, x), (x € R) ist somit mit Hilfe
der Hesse-Matrix nicht moglich. Jedoch wird wegen

flzy) =2 +y* —2zy+1 = (z—y)*+1>1 (1)

deutlich, dass es sich bei diesen Punkten um absolute (und damit auch um lokale) Minima
handelt. Ebenfalls wird aus (1) ersichtlich, dass es kein absolutes Maximum geben kann (man
wihle (z,y) so, dass f(z,y) > M fiir eine beliebig vorgegebene Schranke M > 0).
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b.) Fiir ein lokales Extremum in der offenen Menge D muss gelten

O f(x,y) =cosz + cos(z+y) =0 und Oyf(z,y) =cosy + cos(x +y) = 0.

Notwendigerweise folgt daraus cosx = cosy und cosx = — cos(z + y). Aufgrund der Injekti-
vitét des Cosinus auf ]0, 7 folgt also 2 = y und ferner cos x = — cos 2z bzw.
x = Arccos(—cos2zx) = 7 — Arccos(cos2x) = 7 — 2z = = % .

Es ist noch zu zeigen, dass (%, %) tatséchlich ein stationédrer Punkt ist. Wir bestétigen durch

Einsetzen: 9
T T T T T T
0.1 (5:3) = 0l (3:3) = eong +eos g = 0.

Es ist ferner

Oza f(2,y) = —sinw —sin(z +y), Oyyf(x,y) = —siny —sin(z + y)

sowie
azyf(xvy) = yzf(xvy) = - Sin(x + y) .
Folglich ist die Hesse-Matrix in (%, %) gegeben durch
T —sin%—sin%’r —sin%ﬂ V3 ‘/75
Hf(§’§) - —sin 2¢ —sinT —sin2r) T T | V3 NI
3 3 3 3 3

Das charakteristische Polynom von —H ¢ (%, %) ist gegeben durch

)

] W

Xfﬂf(g,g)()‘) = (\/__ )‘)2 -
woraus sich fiir die Matrix —Hy (%, %) die Eigenwerte /3 + @ > 0 und @ > 0 ergeben.
Folglich ist Hy (%, %) negativ definit und es liegt in (%, %) ein lokales Maximum vor.

(Man verdeutliche sich die Menge D durch eine kleine Skizze.) Auf der kompakten Menge D besitzt
f sowohl ein absolutes Minimum als auch ein absolutes Maximum. Ligen diese im Inneren von D,
so miisste gelten

amf(may) =2x =0 3 8yf($,y) = —23/ = Oa

so dass hierfiir nur der Ursprung als Extremum in Frage kommt. Wegen

Ova f(2,y) = 2, Oy f (,y) = =2, Oay f(,y) = Oyaf(2,y) = 0
ist die Hesse-Matrix
i) = 1,00 = (5 9)
indefinit. Somit liegt in (0,0) kein Extremum vor.

Absolutes Minimum und Maximum miissen also auf dem Rand von D angenommen werden. Der
grofite Wert auf dem Rand 9D und damit auch auf D wird in den Punkten (1,0) und (—1,0)
angenommen mit M := maxsp f(z,y) = 1. Das absolute Minimum m = mingp f(z,y) = —1 von
f auf D wird angenommen in (0, 1) und (0, —1).

Es ist fiir x € R™
f@) = lr—al* =Y Y (- ay)?,
i=1 i=1 j=1

wobei a;; die j.te Komponente des Punktes a; bezeichne. Jedes Extremum der unendlich oft diffe-
renzierbaren Fumktion f liegt im Inneren der offenen Menge IR2. Fiir einen stationiiren Punkt ist
es notwendig und hinreichend, dass

Victyon 0= Op f(2) = YD 0 2(x5 —ay) = 2 Y (wr — au),
=1

i=1 j=1
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was genau dann der Fall ist, wenn

™ ™

1 T
Vi=1,..n 0 = Z(iﬂk — Qik) = TTK — Zaik & Vi=1,.mn Tk = - Zaik-
=1

i=1 i=1

Es gibt also héchstens ein Extremum von f in IR2. Dass es sich tatséchlich um ein Minimum handelt,
erkennen wir mit Hilfe der Hesse-Matrix. Es ist

vi,k:Lm,n azlazkf(m) = QT(SHC.
Somit ist die Hesse-Matrix gegeben durch
Hy(z,y) = diag(2r,...,2r)

woraus sich die positive Definitheit ergibt (alle Eigenwerte sind gleich 2r > 0). Nach Kriterium
5.3.2 liegt somit im oben berechneten station&ren Punkt

r r
1
- § Aily -y E Qin
T ; :
i=1 =1

ein lokales Minimum vor.

Beispielsweise ist
e
a firx=2x

A:G—TR", Alz) = { ot Rw) pop frosd

eine solche Funktion, denn es gilt

f@)+(A@),z—z) = f(&)+ <a,a:—5’c>+< fi(z) x—f’c,x—a":>

|z — zf?

= f@)+ <a,x—3> +R(x) = f(2)
und

lim A() = lim |a+ 2E . ZZE 1 Ay,

e b |z —&| |z —
N—_——

—0 beschr.



