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19.) b.) Fiir den Konvergenzradius R gilt

1
R = (k+D2(k+2)+ Dk L.
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Fir n € IN ist

- k2(k+1)+1zk7 = z_k nkak nkxk 1
Wir zeigen, dass fiir die drei einzelnen Reihen und |z| < 1 der Grenzwert fiir n — oo existiert.
Unter diesen Umsténden diirfen wir dann die Einzelergebnisse addieren.

L — 1. Durch gliedweises Diffe-
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Die erste Reihe besitzt den Konvergenzradius R =

renzieren ergibt sich fiir |z| < 1:
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Fir die zweite Reihe gilt nach Vorlesung
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D R = vy
Die dritte Reihe besitzt ebenfalls den Konvergenzradius R = —2—=+ = 1. Es gilt mit der
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geometrischen Reihe fiir « # 0

1 i d o0 o0 B 1 oo
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also
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Fiir x = 0 ist diese Identitét ebenfalls richtig. Eine Addition der drei Reihen ergibt somit

= k2(k+1 1 2+ T 2x
Z%xk = ~In(l—2) + (lj—o:)3 - (1—1x2)? = -2+ (1—x)3"

k=1



20.) Zu u € [0,1] gibt es nach dem MWS ein £ €]0, 1] mit w = —sin& bzw.
1—cosu =siné-u < C-u mit C =sinl < 1. (2)
Damit kénnen wir induktiv zeigen, dass
Fheno Yoem 0 < fi(z) < CF. (3)
Fiir £ = 0 ist dies klar. Falls (3) fiir ein k € Ny gilt, so ist auch
frr(x) = 1—cos(fr(z)) 2 0, frsa(x) = 1 — cos( fr(x) ) <1
0 < fr(x) < 1 nach (IA)

und
cH

ferr(@) = 1— cos(fu(@)) © C fula)

Damit ist fiir n € N, alle z € R und vorgegebenes € > 0

=Y fil=) > fil@) S frlw)y < > CF = C”“ZCJ = —C"Jrl <e
k=0

k=n+1 k=n+1 k=n+1
fiir n groB genug, d.h. die Reihe konvergiert gleichméfBig auf R. Wir zeigen, dass auch die formal
differenzierte Reihe Y77 f}.(z) auf R gleichméBig konvergiert. (Die Differenzierbarkeit der fj, folgt
dabei leicht induktiv.) Wir weisen dazu wieder induktiv nach, dass fiir ¥ € Ny und = € R gilt:

|[fi(@)] < C*|fo(=)]

mit der Konstanten C aus (2). Fiir & = 0 ist dies klar. Falls dies fiir k& € Ny gilt, so ist diese
Abschitzung auch fiir k£ + 1 richtig, denn

[fra@)] = [sin(fr(@)] - [f(2)] < sinl-|fi(2)] < C-C|fgx)] = C*fo(a)].

Damit gilt fiir den n.ten Reihenrest fiir alle z € R und vorgegebenes € > 0:

D=3 fe@ < S IR < 1@ ZC’“wfo IC”ZC’“*Ifo om——.
k=n k=n

Da fi(x) = m fiir alle z € R ist ‘ l‘lm fo(x) =0 und f§ besitzt folglich ein Maximum M auf
R. Daher ist
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Veer @ rmp(z) < 1-¢ OC” < e
fiir n grofl genug und die formal differenzierte Reihe konvergiert gleichméfig gegen eine Grenzfunkti-
on. Nach Satz 4.2.7 iiber die Vertauschung von Grenzwert und Ableitung ist somit s differenzierbar
auf R .



